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الع ناجل 


الات لوث الي اطیمل زاو اة ج سی دة 


دارمسسكتة للا ۔ سروت 


هذه الترجمة مر خص ا وقد قامت 
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TO SOLVE IT by G. Polya. Copyright, 1957 
by G. Polya. Copyright 1945 by Princeton 
University Press. Published by Princeton 
Unaiversity Press, Princeton, New Jersey, 
U.. S. A. 


اهت مرن فت هتا السكتا د 


ج . دول ےا 


عام رباضي مشهور » واحد اساتذة عل الرباضات في جامعة ستانفورد في 
الولايات المتحدة . و كتابه هذا « الىحث عن‌الحل » اسہام عظم ي موضوع امحاد 
ا لحلول لامسائل الرباضة . وهدف ا)ؤلف الرئيسي في هذا الكتاب هو ان هدي 
الى طريقة جديدة يكن تطبىقما على مسائل فنية اخرى عدا عن المسائل 
دالمندسبة . وبحاول الاستاذ بوليا ان يعد عن منهج التفكير الانقطاعات التي 
شوشه › وبرشد القارىء الى منهج واضح منتج للتفكير . 


احمدستلم سع ات 
من موالد صفد بفلسطين › حمل شہادة بكالوريوس علوم في الرباضات من 
الجامعة الامير كة في‌بيروت ومن جامعة لندن. عملي التعلم فيالكلمة العربىة “ 
والكلة الرشدية في القدس > وف معاهد التعلم العالي ف السودان . 
بالاضافة الى مقالاته الكثيرة > فقد وضع كتابا بعنوان : « الفكر الانساني 
ي طفولته » ( القاهرة ۱۹٥٩١‏ ) . 


الڪتور وصتف چات 

من مواليد فلسطين › تلقى علومه فى الكلمة العربىة في القدس > وف الجامعة 

الامير كىة في ببروت حىث حصل على شادة بكالوريوس علوم > ودرس القلسفة 

في جامعة كماردج ببريطانية . ثم ذهب الى جامعة فلوريدا في الولابات المتحدة 

حسث حصل على شېادات : .8 D., M. 8. E. , M.‏ .ا . وله العدید من 
المقالات العامة . 
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فو د اللحرجنم 


هذا الكتاب الذي اتبح لنا ان نقدمه الى المكتبة العربية جولة رائعمة في 
معركة فكرية ما تزال قاعُة منذ عمد بعيد . وهي معركة تكاد تنجلي عن انقلاب 
واسع في عالم التربية > فمن حى القراء العرب عاعة ومن يعنون بالتربية خاصة ان 
یطلعوا علہہا وان یکون هم راي قي احداثہا . 

والمعركة حول العلوم الرياضة > قيمتما وغاباتما ومقرراتها الدراسبة ووسائل 
تدريسما . فالرياضيات كغيرها من الموضوعات الثقافنة > فما منذ القدم مؤيدون 
عىلون السا ویعلون‌من شانپا» ومعارضون یکرهو نا ویستقلون قىمتېا ف‌الساة. 
ولكنما ما تزال منذ القدم اكثر هذه الموضوعات نصيبا من الكره وتحنبا من 
لستندرون علبما وعلى مدرسيما وح ليجعاون الفشل في الرياضبات احيانا ضربا 
من المناهاة - باطل لا نامسه عند عامة الناس فقط بل عند ذوي المواهبوذوي 
الحا كاة والتقلىد . 

فاذا كان بمكن التغاضي عن الكره والتجني ني الماضي باعتبار هما ضرباً من 
الدعابة > فقد كانت الرياضبات آنئذ فروعا قلبلة تعد على اصابع البدين وتنشر 
الاختصاصين وقاما يسبر غورها الرأي العام او تتوغل في اعماق فکره ومجری 
حباته . 
وفروعا حتی صار ما الوم ا کثر من مانین فرعا ضخما کل منېا له قیمته وله 


۹ 


شأنه ٤‏ وکل منہا بلح على مقررات الدراسة كما يون له فما ذصيب. وکا اتسعٹ 
رقعة الرياضات‌وامتدت آفاقما في‌الداخل» فقد اتسعت وامتدت فالخارج تخ 
تشرت لواءها علىموضوعات كثرة غيبرهاء بلنقشت طابعما على‌الفكر الانساني 
كله ٤‏ حت صارتعلوم كثيرة تنتهج المنهج الرياضي في مقايسما واحكامما “بل تجحعل 
أسعى غاباا ان تكون رياضة في روحما واسلوا ورياضبة في دقتما ورصانتا › 
فصار لا بد لدارس هته العلوم من اساس رياضي واطلاع رياضي وذوق رباضي . 

وبتقدم الفكر الرياضي تقدمت‌الفكرة الفلسفىةالعالمىة وتطورت وحمة النظر 
تحاهالكون وامحسوسات والمتخىلات “وغدا الفكر الرباضيقطا اساسا في الفكر 
CRONE MO‏ 
من نواحي الانتاج الفكري العالمي بحد ألا مندوحة له من اساس رباضي . حتى 
لادب العالميالمعاصر صارت الرباضاتتغزو ثغوره وتوغلفي ججالاته “بلقل صار 
هو بحاجة الى سند منما يستند عليه وغذاء منما يغتذي به > حت الشعر باعتباره 
اسمى الفنور خالا واوسعما آفاقا غدا بلہث وراء الرياضات كما عتد الى 
خباها خباله . 

وف النصف الاول من هذا القرن نشيت حربان كميرتان جندت فى الدول 
کل قواها وامکاناتما وعقو ها من اجل النمر » وکان سباق لم يعرف له مثیل “> 
سباق حباة وموت فمن يصل الى السلاح الفتاك قبل غيره فمو الغالب . ولم يكن 
مبدان المعركة ساحات القتال وحدها > بل هي نشبت ايضا في معامل العلماء 
وعلى اوراق الرياضبين »> وكان النصر الجاسم “ولا سها في الجرب‌الكبرى الثانية“ 
مدينا للسبق العامي والسبق الرباضي . وهذا يفسر ظاهرة لاحظما رجال التربىة 
في العالل اجمم فقد عقب الحرب الكيرى الاولى حركة لدى الدول المتحاربة 
لإعادة النظر في البرامج التعلىمسة >»٠‏ اما في الحرب الكبرى الثانىة فقد جاءت 
هذه الج رکه فی ابان المعركة ورنت اصداؤها في مجلس العموم البريطاني وقي 
الكونجرس الاميركي بين قصف المدافع.و دوي القنابل :. 

اذن فلم يعد العم عإمة والرياضبات خاصة هواية بحسن أن تناها .ولا يضيرك 
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أن تحرم منہا › بل ضار اا ا وبقاء الاصلح » واذڻ 
فلم يعد محتل التغاضي عن كره الرباضباتواعتباره دعابة بريئة فقد صار كرهاً 
لروح العلل کله ٤‏ اذا اتخذ شکلا جماعبا عاما فو نذر تقمقر في مؤخرة ركب 
بغذ اسر . 

وهكذا ل يق مناص من رفع ثأن الرياضبات في البرامج التثقىفة واعطاا 
r‏ أُوفر من الاهتام : 

وفي اعقاب الحرب الكبرى الاولى برز السؤال : ماالسلب في هذاالكره 
الدي تتعرض له الرباضات ؟ وارتفعت الاصابع کلہا تشر الى سنب واحد هو 
أن اساليب تدريسما عقبمة سواء في حجرة الدراسة او في كتب التدريس . 
وفي ابان الحرب الكبرى الثانبة برز السؤال بعنه مرة اخرى وبرز الجواب 
نقسه ابضاً . 

ففبي مطام هذا القرن كانت المقررات الدراسىة في الرياضبات قد اتخذت 
شكل تقليديا متججرا غير قابل للتعديل والتطوير > لا يسار النضة العلمية ولا 
"فاق الفكر الآخذة بالاتساع . وكان هذا الشكل التقلىدي بنطوي على فلسفة 
تعترف بالریاضات اعترافا تقلىديا کوسىلة فعالة لتدريب الدهن وكموضوع دي 
فاقدة عملىة »> ولكتما لا تنطوي على اختمار او بيز > فأي مادة رياضة تۇدي 
الغرض . أما اسلوب التدريس فكان بحري بشكل يتغاضى عن شخصبة الطالب 
وموله. ولا يتطلب اي تعاونمنه مع المدرس كعنصر فعال في تسسير دفة الدرس› 
فلا.اهټاماته يۇبه ها » ولا استقلاله الفکري وأصالته یعتنی ا . 

وقد كان من العملىات المألوفة اعطاء الطالب الصغير عددين من ٠٠١‏ منازلة 
للضرب أو كسوراً متسلسلة بالغة التعقمد للاختزال» فان اخطا فجزاؤهالضرب. 
هذا في المراحل الأولية > اما في المرحل الجامعية فقد يترم الاستاذ مع طلابه کا 
تترنم بدت الشعر الىل والاغنة المىلة > ولكن برهم بقوانين الهندسة الكروية 
والاحداثمات الثلاثة وغيرها من العلاقإت الرياضية المعقدة . 
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فلا عجب أن تكره الاجبال الماضبة العلوم الريأضبة وتقتما ثم تتحاملعليما 
حادة وهازلة > في في معرض المزل تصور استاذ الرياضبات شخصا شرود 
الذهن غريب الاطوار > وتعبد للذاكرة حديث تشريع روماني قدم كان حرم 
مارسة الرياضبات على ملا من‌الناس لأنه موضوع حقير . وقد تروي للناس‌ايضاً 
كامة للقديس أوغسطبن قال فما : ان على المسحي الصالح ان محذر الرياضبين 
والعرافين فقد تعاهد هؤلاء وهؤلاء مع الشطان على حبس الروح قي دياجير 
الظلام وتقميد النفس في قبود جم . 

وهم في معرض الجد بتساءلون : ما الرياضات ؟ الست مجرد مموعة من 
عملمات قد تفىد ا)ہندس والفيزيائي والاقتصادي »> ولكنها رغم ذلك تطابق 
وصف شوينماور الفبلسوف الفذ اذ رآها أحط الاعمال الذهنبة بدلىل ان الال 
تستطيم ان تعملہا فلا تخطىء . 

والرياضبون لا يأبهون كثيراً هذا التحامل علسهم ولا يسوؤهم الاستشهاد 
بالتشريع الروماني و كامة القديس اوغسطين > او هم لا يعيرونه كبير التفات 
لن رياضباتہم نفسما لا تأبه حجة كل ما بسندها استشہاد بكلام قدم كائنا من 
كان الشخص الذي بستشہد بقوله ٤‏ ثم انه اذا ارتبطت في اذهان المسحين » في 
فترة من حباة المسبحبة الاولى »> أعمال الوثذين والمنجمين والرياضبين بعضها 
ببعض ارتباطا أدى الى مثل التشريم المشار البه والكامة السابقة لرجل من 
رجال الدين المتازين “ فليس الذنب ذنب الرياضبات بدلسل ان الرياضات 
صمدت ونت و كبرت في حین ان شريكتما في أذهانهم » الوثنبة والتنجم “ قد 
ذهبتا الى غير رجعة . 

ولكن وء الرياضين حقا ويثيرهم جہل الناس الشائم بطبيعة الرياضات 
وتعريفمم اياها بنا جرد عموعة من العملبات تعملما الله . فهم برون ات شن 
ا لحل اعتبار الرياضات محرد عملىات في حابن انما ابرز عنصر ثقافي فى الحضارة 
العا لمىة الحديثة > وانيا عدا فوائدها العملة المننة الظاهرة قد حددت ووحمت 


۱۲ 


الفكر الفلسفي في شتى المجحالات وقد هدمت أو أيدت نظريات شتى في الدين 
والاقتصاد والسياسة وامتد اثرها الى الةن في مضمار الرسم والموسيقى والمعمار 
الفكر فقد زحفت الى مناطى كانت ححتلما العقىدة الملقنة او العرف السائد. 
فان تكن مسائل الساعة اقتصادية او سماسبة فمنبغي ألا نضسى ان المضمار الذي 
فىه نجد أقوى دلىل على مقدرة الانسان على تذلبل الصعوبات والخروج منا 
سليما اقوى ما كان هو حقل‌الرياضيات الذي يلاً النفس ثقة وأملا بالفوز . 
مهد هذا العصر قبل ان يوجد وأقوی سند له وباعث على نجاحه واستتابه بعد 
أك ونك 
ان العملىات هي اقل ما في الرياضات شأنا . انها كمزج الالوان من اللوحة 
دات اللحم والدم والروح والنفس وجمال الخلى والخلى . فک| سوه صورة 
الحسناء عرضہا ککل عظمي فكذلك شوه صورة الرياضات عرضما 
كمحموعة عملىات . 

وما الرياضات حة) ؟ رما كان سؤالك ما الادب ؟ او ماالتاريخ ؟ او حتى 
ولكنه سوال سئل واجاب عنه الرياضىون اجابات تتفاوت طولاً وعقا وتتبابن 
وضوحا وغجموضا . ولیست غایتنا في هذه المقدمة بانہا كلا ولکن غايتنا 
تلخص الخطوط العريضة للحواب : 

فأبرز خصائص الرباضبات انها طريقة للبحث فنية منطقية وانها حقل 
لاتفكر الاصل يعتمد کا يعتمد الأدب على قوة الندية وسعة الخال والملاحظة› 


۳ 


وهي ايضا رغم بنبانها المنطقي الرصين تنشد الجال وتتمتم بقدر كير منه . 

فهي طربقة للبحث منطقبة تقوم على فنبة التفكير والاستنتاج المنني على 
بدات قللة ومبادىء ثابتة مثبتة »> وهي بد مات يقبلما العقل ولا بنقضہا اي 
اقار وای زمان او مکان » ومسادیء تنحدر من هذه الد ہبات بتفکر 
منطقي رصين . وعلى هذه البديبات والمبادىء يقوم البيان الرباضي قويا متي 
بل اقوی وامتن ما عرف الانسان في عالم الفکر › وهو بنمان ابدي ازلي ما صمد 
العقل وصمد الفكر »> لا تعرف سبلا اله زوايم ولا اعاصير . وفي صدد هذا 
البتبان العظم القائم على هذا القدر القلبل من مبادىء وبدبات شهوا الرياضي 
قديا بالعاشى : تسل له بشيء قلبل فلا بلبث ان يستنتج منه نتيجة لا تلك الا 
ان تسل ا له فېو من ثم يتبعہا بنتجة اكير واكبر وانت لا تلك الا التسلم . 
هكذا يأتي الرياضي با كثر الكثير من اقل القلىل . وهذا تشيه لا غضاضة فسه 
الا انه من وحة نظر العاشى والممشوق . 


والریاضیات “ اذ تبنی على منطق رصین وبرهان قاطع يسلم به الفكر ولا 
لك له انكاراً »> هي ازوع حقل للتفكير الاصل فيه يستدعي المرء كل ملكاته 
الفكرية وكل قواه الذهنىة »> وهو في سبل اقامة البرهان > اي مر حل الخلى او 
الانشاء يستدعي قواه المدمة كلما وقوة تخسله كلما ونفاد بصيرته كلها > 
لتعد الموهبة الرياضة الحقة موهبة في قوة البديهة وسعة الحسال . فالرباضي 
المنتكر كالشاعر المىتكر والفنان المىتكر »> ولکنه يتاز عنم) في ان ما بيتكره 
خالد خاود الفكر لابزعزعه تأرجح الذوق ولا تقلب الاوضاع . تبداً الرياضبات 
أستقرائىة تعتمد تعتمد على اللاحظة والذوق والخال کا بعتمد الادب والةن > فادا 
هي عت وا كتملت بدت استنتاحىة منطقىة رصدنة اة كالطود راسخةكاسال. 


وهي بين هذا وذاك > بهن الاستنتاج المنطقي الرصين والاستقراء البدهي 
التخلي تىحث في الال وتبحث عن الكمال وتقدر الجال › فالمال دافع من 
ذوافع الرباضين وحاد من حدامم ٤‏ وتقد ره مقاس من مقاید مم . وي هذا 


۱٤ 


الصدد يصف الرياضبات بيرتراند راسل > شيخ الفلاسفة المعاصربن ٤.بأن‏ فا 
جالاً رائع] خلب الالباب » ولکنه جال هادیء رزین جلیل لا يستشر دوافعنا 
الدنيا ونقاط ضعفنا »> هو جمال صاف نقي خاو من تعقبدات الرسم والموسيقى 
ؤخداع المساحسى › وهو في جلاله وصفائه قد وصل الى امى ما يكن ان يصل 
النه الفن من كال > لا ينافسه في ذلك سوى الشعر العالمي في اعلى مراتبه . 

فالرياضات كعم سبدة العلوم كلها وخادمتها > وهي كفن اسمى الفنورت 
واجلہا واصفاها فليس عجسا ان تكون الرياضبات موضوعا للدراسة فى كلىات 
العلوم وكلبات الآداب على السواء . 

وا يطل الشاعر والفنان على الناس من برج عاجي كأنه بطل من عالمه الحاص 
فكذلك يطل الرياضي . ولكن الرباضي متهم في انه يعيش في غير عالم الناس . 
وهذا اتهام ينطوي على جهل بطبيعمة الرياضبات التي ميزها عن سائر العاوم 
والفنون ؛ فهي انما تنبت جذورها التاربخمة ومسالكما الكبرى في تربة الجتمم 
وتنجم عن حاجات ملحة في عالم التجارة والاقتصاد وال ملاحة والتقوم واهندسة 
والدفاع عن الوطن وترفه الحا ووسائل المعدشة »> بل إن موضوع الاحالات 
الذي غداالبوم اداة ضرورية لعلوم ووراساک کی اکا کان مدا نشو نه مشک 
في القمار . ولكن طسعة الرياضات الخاصة تتاز في انما تسد الحاجة الاحاعبة 
ثم تتخذ سلما علواً واستقلالً وتعالنا وتحرداً فكريا . وهي کلا زادت قمتا 
مرجم ا خر في شت العلوم والمبادين زادت تجرداً وتعمما واستقلالً فی نوها 
وتطورها »> كشجرة باسقة اصلها في الارض وفرعما في السماء . 

تلك هي بعض خصائص الرياضات » ان يبد فا مبالغة عند من لا يعم 
او تہویل » فان فى كل مسألة رياضة ذات شأن دلملا على صحتها . 

ولكن الرياضات › رغم ذلك او من اجل ذلك »ما تزال تقابل من طلابما 
بالمقت والخوف . وفي هذا بقول امربون ان طريقة عرضما في حجرات الدرس 
و كتب الدراسة ينبغي تغبيرها تغبيراً جوهريا . ومن قد خاءر الناس الشك 
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فی اساب تدریسما وف مقرراتها > ولعل اشهر ما قبل في هذا الصدد كلممة 
لدیكارت ذ كر فما انه حبغا عمد الى دراسة الرياضات تناول كل التب 
المشمورة فى عصره مبتدنا بكتب المحساب والمندسة اذ قىل له انها هي الأسهل 
وهي المدخل الى ما عداها ؛ ولكنه م يستسغ ماقرا . ذلك انه رأى الاشكال 
الهندسية تطلعه على حقائى كثيرة وتستنتج له نتائج عدة ولكنما لل توضح له 
الدوافع الخفية وراء خطواتما المتتابعة فكان موقفه منما سلا > يفهم النتائج 
وبراھینہا المنطقیة ولا یفہم کف تم اکتشافما او کف تاح له ان یکتشف 
CSE A ET‏ الناس > حتى ذوي المواهب 
> لارياضات واعتبارم اياها موضوعات تافية فارغة او صعبة مستعصة . 
ثم تذ كر كيف أن رواد الفلسفة الإوائل كانوا لا يقبلورت في مدارسمم الا من 
ااا ار ت ا و ضرا 
من الرياضات غير الدي عرفه yT‏ 
ودیکارت الذي قال کلمته هذه في معرض انتقاد كتب الرباضات ا 
القرن السابع عشر . ولم يكن اول من هاجموا اسالبب عرض المحقائق الرياضية 
ولا آخرم . a E‏ بصخرة عاتىة 
من التقالىد والاعتىارات المتححرة > ولل تحد صدی فعالاً الا ف في القرن العشرين 
اا وو ا ی رن اوم وا جار واد 
الدراسة اختاراً تربويا . وكان من جراء هذه الجلة او كان صفوة نتانجما تعديل 
مقررات الدراسة واسالما بالشكل الذي يصف خطوطه العريضة تقرر 
وضعته سنة ۱۹۱١‏ لجنة من رابطة مدرسي الرياضيات في بريطانية فكان ذلك 
اول تقربر شامل عن تدريس الموضوع قي المدارس الابتدائىة والثانوية . وقد 
نقح التقربر وطبع سنة ۱۹۲۸ . وبفضل هذا التقرير > او بفضل الفم العم 
للدوافع التي دت الى وضعه وتامس السبل لتطوبر تدريس الرياضات تطورراً 
بتلاءم مع اتساع موضوعما وتزايد اللبرة التربوية اعترى اسلوب تدريسما بعض 
التعديل واعترف محتى المربين في اختمار مواد الدراسة حسب الحاجة والسئة , 
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وكان هذا التقربر في بريطانىة ( وامثاله في سواها ) نقطة انطلاق نحو 
تعديل شامل . ولكن هذا التعديل مى بطبئا حتى اننا ما زلنا الى الوم في 
مرحلة انتقال من المقررات التقلمدية والاسلوب التقليدي الى مقررات قابلة للتغبير 
والتعديل حسب الحاجة واسلوب يعترف بكل المحصول من خبرة في التربىةوعل 
النفس . والدلائل تشر اننا قادمون على مرحلة تطوبر شامل سريع ؛“ بل ات 
هذه المرحلة قد بدت في الولايات المتحدة الامير كىة فعلاً . 

وتبع سنة ۱۹۲۸ التي ظمر فسا التقربر البريطاني المنقح احداث شت في عالم 
التدريس وكان من هذه الاحداث ان وضع ل . هوجين سنة ٠۹۹۳٩‏ كتاب 
« الرباضات لاملابين » وهو کتاب للقارىء الغربي العادي تعرض فه البادىء 
الرياضبة من حبث علاقتما بالحباة العامة »> فلقي الكتاب رواجا رائعاً وترجمالى 
شت اللغات وبىعت منه ملابين النسخ » وكان هذا دلبلا على ان الرياضات اذا 
احسن عرضہا امكن ان تصبر قراءة ومطالعة وغذاء فكريا »شا نما في ذلك شان 
التاريخ والمىضوعات الفلسفىة الأبسطة . واذا فات واضعي الكتب المدرسىة ان 
يستفيدوا من‌هذه الظاهرةفانه ل يفت رجالالصحافة الغربىة ذلك فقد خصصوا في 
اركان من صحفہم مسائل ذهنبة كمسائل الشطرنج والكلمات المتقاطعة فكانت 
سببا في مزید من انتشار صحفهم واقبال الناس على قراءا . 

ثم قامت الحرب الکارى الثاذية وقامت معا الحاجة الى ضرب من التعلم 
المماعي السريع لا سما لجنود الملاحة الجوية . وقد نجح هذا التعلم نحاحا کان 
دلبلا جديداً على ان تقريب الهدف وتوضيح الدوافع بزيدان الموضوع تشوبقا 
وبزيدان التعلم نحاحاً . 

ومع الحرب الكبرى الثانية زاد عدد المعامل العامة الواسعة التي تحتاج الى 
مئات وآلاف من العاماء والدارسين يتابعون بحوثهم بشكل جاعي تعاوني فكان 
لا بد من محث اجدى الطرى لتخربج هذا العدد من المتعامين > وبدا آنئذ ان 
الطريقة التقلىدية لا تفي بهذه الحاجة والا مناص اذن من تعديل الطريقة اسلويا 
ومقررات . 
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ومع هذا a E CE Sa E‏ 
مشكلاته على الرآي العام 


قد لا نعدو الصواب اذا قلنا ان بريطانىة کانت يعد الحرب الکارى الاول 
اسي ار رى افر ان تمل اال ال اق ارب ري 
الثانىة فقد احرزت الولايات المتحدة قصب السبتى اذ توالتفسما الكتب الرياضة 
يثة تحمل في طاتا ثورة عظمة عظىمة وتجديدا واسعاً دستهدف فما دستهدف‌امرين 
TT‏ تقريب الممدف وعرض الموضوع شکل 
بربطه بحاجات الحساة البومىة . وان نظرة في اسماء بعض الكتب تين كف مم 
تقردب ادف ٬فثمة‏ کتب الر باضات للنجاربن“والرباضات للىنائن »و الرباضات 
للكهربائيين .. الخ . بالاضافة الى الرياضبات العامة التي بفرض انها تفي بحاجات 
الدراسة الثانوية وعهسىء للدراسة الجامعىة . وكل كتاب من هذه الكتب بنطوي 
على فم عميتى لحاجات الحموعة التى عل مناجلما » فالنجار يتعلم من الريإضبات 
ما هو ذو صلة بمہنته ٤‏ وهذا يتف مع ما بتعامه الکمربائي في اشباء ومختلف معه 
ف اشاء »> ولكن الرياضبات ف جوهرها هي هي “الطريقة الفنبة المنطقة > 
والاستنتاج الرصن والتفكير الاصل . 


ومع هذا كله ظمر الكتاب الذي نقدمه الى القارىء العربي . وهو 2 
عمىقة لاموضوع ومشكلاته وخبرة طويلة متصلة في تدريس الرياضات في شى 
المراحل وضعه مؤلفه TT‏ 
عدة . والطبعة التي نتر جما هي الطبعة الثامنة وقد ظہرت سنة ٠١٩٥۷‏ منقحة 


وی سنة ۱۹٩٥۷‏ ايضا ظہر لول مرة بشکل « رسمي » مکتوب صدی‌هذه 
الحركة في انجلترة في تقربر وضعته جمعبة مدرسي الرياضات فاذا هو يتفق في 
روحه واهدافه مع هذا الكتاب. واذن فمن حى الولف علبناان نو كد للقارىء 
ان‌ما نضعه بين يديه “ بالاضافة الى ما فيه من اصالة وسبقى لم يبق جرد «احتہاد» 
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فردي بل هو رأي جد سنداً كبيراً من دوائر كثيرة مسؤولة . 

وتقرر المعبة البريطانبة نشر في كتاب ضخم يتناول موضوعات التعلم 
الرباضبة الختلفة بتفصيل كبير ولكنه ينطوي في جوهره على مبادىء قليلة حددة 
نوجزها للقاریء با يلي : 

فهو يشير الى الحاجة الى تعديل المقررات الرباضبة ووضع مقررات مرنة 
قابلة للتعديل غير قابلة للتحجر > تلام ما جرى من تطور منذ سنة ۱۹۲۸ 
عندما وضم التقربر الاول المنقح . 

ثم يشير الى أن الرياضبات قد اتسعت في الآونة الاخيرة وانضمت الها 
موضوعات وطرق على جانب كبير من الامية مثل نظرية الاحتالات والجير 
الحدیث > وهذه الموضوعات والطرق تم الرياضي والفيزاني والاحصاني و كشبرين 
غير فلا بد اذن من ان تتخذ هما مكانا في المقررات الجامعبة > وهذا يقتضي ان 
تدخل في موضوعات الدراسة الرباضبة ضربا من الاختمار وضربا من التكشف 
بزحزح موضوعات عن مستواها الجامعي التقلىدي › كحساب التفاضل والتكامل > 
وينقل ها الى مستوى الدراسة الثانوية . وفي ذ كرنا لحساب التفاضل والتكامل 
بالدات اشارة تار خبة > فقد كان هذا الموضوع في ابام نبوتن ولمنةز بحتل المرتبة 
العلا قي المعرفة الرياضبة وهاهو البوم ينحدر الى اولى درجات التخصص . فان 
سأل سائل ما الموضوع الذي بحتل الآن مكانه في اعلى درجات السلم الرباضي 
بتعذر علبنا الجواب »> ذلك ان موضوعات كثيرة هي البوم في مرحلل الخلق 
والتبلور ثم ان المحصول العامي الرباضي قد اتسع الى حد تضبق حاة الفرد 
الواحد عن الا مام به : 

اذن فالتقربر يوحي بوضع مقررات رياضىة مبنبة على الاختبار والتكشف . 
ثم هو يتجه نحو ما ينبغي من تعدیل في اسلوب عرضما فبذ كرتا بان الرباضيات 
تبدو حت لاطالب ال جامعي المتخصص موضوعا مغرةا فىالتجرد » له بعض الصلة 
بعلوم اخرى من الفصلة الرياضبة > ولكن له طرق خاصة ولغة خاصة »> حتقى 
لببدو و كأنه انحدر البنا من عالم لا تربطه بنا رابطة. فاذا ذ كرنا ان صفة التجرد 
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لنا ماذا بكون الحال لو انعكس اثر هذه الدراسات على طريقة عرضالرياضات 
كالشجرة تذهب جذورها قي الارض وتذهب فروعما في السماء > في تنبت في 
eS‏ کک ٤‏ فخير 
با نتمم > ET TT‏ 
ا لحاحا على ربطہا في حجرات الدرس و كتبه محاتنا العامة واهدافنا الحضارية . 


وکا ازدادت الرياضات تجردأ فقد ازدادت براهىنما رصانة وطرقما دقة > 
وهذا ما يطبع اثره البارز في مراحل الدراسات العلبا . فمل ينبغي ان ينعكس 
ذلك على كل اسالب تدريسما بدون تحفظ ؟ يذ كرنا التقربر في الاجابة عنذلك 
بکلات تکاد تکون منقولة من کتاب الاستاذ بولا ان الراضات مہا بدت 
استنتاجمة برهانمة يقمنىة منطقىة رصنة > فهي في مرحلة الخلتق والتكورن > 
كالعلوم الطبمعمة “ تقدبرية ظنة استقرائة تعتمد تعتمد على البداهة والملاحظة والخنال 
والتجربة والتحسس والتخمين »> حتى لبدو ان الرياضي الموهوب ليس هو الدي 
يعرف البرهان الرصين وانما هو الذى وهب من قوة البداهة وسعة الخال مما 
يستطبع CSN TENG‏ فلنحتفظ اذن لارصانة والدقة مكانت) فى 
اعلى مراحل التخصص > ولنحعل هدفنا قبل ذلك ترويض ملكة البداهة وملكة 
الخال عند الطلاب والا زادت الرياضات تعقسد في نظر الدار سين وزادت 
التواء > وزاد تبعا لذلك كرهہم ضما وخوقېم منہا وفشلہم فسا . 


ثم يذ كرتا التقربر بان عاماء النفس المعاصربن ما زالوا منذ نصف قرنيقومون 
بدراسات مستحصفة وبحجرون تجارب متباينة فبنبغي ان نقد من النتائج الي 
حصاوا علبما والتوصبات التي يلحون علبنا ا » وان اهم هذه النتائجوالتوصات 
ان نيتم بالطالب قبل المادة > وان نذ كر ان الطالب قاما يفهم الحل ان هو لم بتبين 
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الدافع البه والطريقة التي تم بها اكتشافه . ثم ليست غايتنا أن ينجع الطالب * 
فلنتذ كر اذن ان ليسادعى الى النجاح من النجاح» فلنجمل هنا ان نخلىبالطالب 
ثقة بنفسه وطمأنينة الى موضوعه بتصوبره له بصورة متصلة بالحباة وعرضه عله 
بشکل یتناسب مع‌مقدار فېمه‌ومم اه‌اماته واتجاهاته»› والا کان فہمه لاریاضات 
غثا وتقدبره هما فجاً وفشلنا في تعلىمه مۇ كداً . 


هذا عمل الح ركة الفكرية الى حاء کتاب الاستاد چ . بولا حولة رائهة 
فاه فسن ان ال الفارئ ءات خا ها الاي 


والمؤلف مخاطب في كنابه كل قارىء » ولكنه وضع نصب عذيه بطببعة 
الحال القارىء الاميركي فهو لا بحدثه عن المقرارت كف بحب ان تكون » ذلك 
ان مشكلة المقررات قد حلت في امى رة الى‌حد ما٤‏ بان جعلت كتب الرياضات 
سلاسل متباينة تختلف باختلاف الطلاب الذينيدرسو نا وتنصب في كل جزء منما 
على نقطة محددة وهدف واضح قريب» فرياضات البنائين مثلا > تعرض ما مم 
البنائين فعلا وما برتبط بالممنة التي اختاروها لأنقسم ؛ وهي تبني ما تەرضه 
بشكل ظاهر للعين على هذه المنة وتربطه ا » وني ذلك تتجنب كل تجرد 
لاموضوع وبعد به عن الحباة العامة . 


فا ملف لا بتناول المقررات > ولكن بتناول طربقة التدرىس . والنقطة 
الاساسبة التي محوم حوها بحثه كله : ان الحل »> اي حل “> لا مجوز ان على على 
الطالب املاء بل ينبغي ان يستدرج لاحصول عليه استدراجا حتى براه وهو 
يشعر كانه هو الذي اكتشفه . ومن اجل استدراج الطالب الى فكرة الحل 
بلقي المدرس اسئلة وتوجسهات بسرطة صرحة طببعبة > عا يسنح لاطالب نفسه 
اذا هو فكر في الحل تفكراً جاداً > الغاية منها حصر تفكيره في موضوع المسألة 
وحصر انتباهه فما وابقاء ذهنه في شغل ونشاط . ولا كان من أه الغايات التي 
جب ان يتوخاها كل مدرس ( وكل مؤلف ) اظہار الدافع الى كل خطوة 
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مڻ خطوات المحل والسبب إلذي من اجله مخطوها وجعل هذا الدافع يبدو 
طبعا تلقائا فبازم اذن ان نتجنب ذ کر اي سوال او توه خاص لا یعرف 
الطالب كيف دار في خلدنا . فاذا كان حل المسألة يعتمد على استعال نظرية 
فىثاغورس مثلا »> فالاتجاه الصحىح ان نتروى قلبلا لعل النظرية ترد على خاطر 
الطالب تلقائ] . فان هي ل ترد فلنسأله : هل تعرف نظرية تفيدك ؟ ولنفسح له 
مجالا للتنقبب في النظريات التي يعرفما “ فان لم يتذ كر النظرية التي تنفعه فليتسم 
صدراا لالقاء اسئلة اخری تساعده على تذ کرها »> ولکن لا جوز في حال من 
الاحوال ان نختصر الطريتق فنلقي بمثل السؤال : ما قولك فينظرية فىثاغورس ؟ 


ورغم ان المسائل التي نود حلما ونقابلما في دراستنا وفي حباتنا كثيرة لا حد 
ها > فان الاسئلة والتوجبهات التي نتدرج او نستدرج الى حلما عن طريتق حصر 
الذهن والانتىاه وتشغبل الفكر والذاكرة - هذه الاسئلة والتوجنمات قلبلةالعدد 
محدودة > لا سما اذا راعىنا انا ينبغي ان تكون عامة تصلح فى شتى الحالات 
وطبسعبة ما يدور في كل ذهن وليس فسا سمة خصص . وقد جم المؤلف 
ما براه انسب هذه الاسئلة والتوجهات وصنفما وبوا حسب مراحل الحل 
الاربع : فهم المسألة > ورسم الخطة وتنفيذها » ثم مراجعة الحل . وافرد ها 
صدر المکان من کتابه ثم جعل بحثه کله يدور حوها > حول قیمتما وفائدتا 
والعملبات الذهنية التي تستشبرها ومواضع استع اها . وهو يقدم ثبت اسئلته 
وتوجبهاته مستندا الى خبرة سنبن طويلة ودراسة مستمرة > ولكنه لا يدعي 
ان هذا کل ما یکن ان یسال ولا خر ما عکن ان یسال ولکنه بطلب الى 
القارىء ان جربا مع نفسه “٠‏ والى المدرس ان جرا في فصله › فاذا هو وجدها 
مثمرة فمذا كل ما برجوه المؤلف . ولكن لا يتبغي ذه الال ان تحفظ 
بشكل واحد متحجر فان فبا متسعا للتنويع الفاظا واساوبا . 

موضوع الكتاب اذن هو كيف تبحث عن حل لسألتك . وهذا بحث طرقه 
الاغريق وحام حوله غيرم بعد عصر النضة الاوروبية > ولكن المؤلف يشق 


r 


في البحث طريقا غير معبد “ معالمه ما تزال باهتة . فو يستجد في بحثه 
اصطلاحات وبحي اصطلاحات حاولنا ان نجعل اللغة العرببة تتسع نما . وفي 
مقدمة الاصطلاحات التي بحسا ا ملف كلمة « اهورستىكا » وهي دراسة طريقة 
البحث عن الحل - دراسة لم تبلغ بعد مبلع‌التحديد الذي مجعلما عاه]. والحلالذي 
يعنىه املف هو اي حل > حل اي مسألة > رياضة كانت او غير رياضة . 
ولكنه برى ان المسألة الرياضة > مسألة البرهان عن نظرية مثلا “ مختلف الىبحث 
عن برهانا اختلافا جوهريا طبيعبا عن عرض البرهان نفسه . فالبرهان الهندسي 
یعرض مبنیا على بدہیات ونظریات معترف با ٤‏ وکل خطوة من خطواته 
بتوفر فما اقصى ما يصل اليه العقل من رصانة وسند منطقي . اما البحث عن 
البرهان فليس له القواعد الرصينة التى للرهان فمو لا يعتمد على بدهات حدودة 
او رات هروم ٤‏ راغا هو كل الف راد والكمهاء تغل الداهة وة 
التخىل والذكاء الفطري کا يعتمد على الملاحظة والتجربة . واذا كانت هذه كلها 
امورآً لىس يقدورنا ان نمنحما للطالب فان من واجىنا ان نعتبر أن كل انسان 
قد وهب منہا قدراً مقدوراً فلنجمل غايتنا اذن أن نروضها عند طلابنا وأث 
نتسح نمم أن يستعملوها ويرنوها الى اقصى حد . نمثل الذي يبحث عن حل لأية 
مسالة هثل رجل يسير في قاعة مظامة فهو يتامس سببله بحا عن معام يعرفما 
تحدد له موضعه من القاعة عساه بعدئذ يشى طريقه الى المنقذ الذي بريده . 

والذي يسبر قي القاعة المظامة قد يدور؛ وهو لا يدري» في حلقة مفقرغة “او 
هو قد برتطم حائط او بتعثر او قد يفقد الامل‌فقعد يندب حظه ٤‏ انهو لم بحسن 
تامس سببله ول يتذرع بالصبر وال جلد والعزعة الصادقة في الخروج من مأزقه وهذا 
هو شان الذي يبحث عن المحل . فالاسئلة والتوجمهات التى يضما ثبت الولف 
تقوده الى اکتشاف امارات تبن له ری ره ورف ان کن تدرو ات 
اوکان یقترب من المحل او کان على شفا الوقوع في مزق جديد › وهي عدا ذلك 
تحول بينه وبين الس وتبءث ق نفسه الامل بالفوز . 

فسواء كانت المسألة رياضبة او غير رياضة لا بتخذ البحث عن حلما شكلا 


۳ 


رياضا استنتاج] رصنا » اغا هو تامس وتقدبر وتخمين . اما الدقة الرياضسة 
والرصانة المنطقىة فأتي دورها بعد العثور على الحل وعلى هذا فلا ينبغي أأثف 
شا اى ال افی فن انان اها رفو لا رق ادانع امن ال 
تامس سببلنا الى الحل بأية طريقة > استقرائية او استنتاجبة > تقدبرية او 
يقىضىة > تجرييىة او برهانىة . فنحن انا تحاول أن نبتكر الحل > ان نخلقه › 
وعندما نعثر عله فلىطمئن اهل الجاه العالىة من الرياضين والمنطقىين ان الحل 
سقتوفر فيه كل عناصر المنطق الرياقي . 


ورين املف واهل الجناه العالىة حددٿث طول دہ القارىء ف هدا 


والکتاب کا تقدم رحلة في طريق غير معد . فكل واحد في كل ساعة 
يسحث عن حل . والمسائل التي لما متباينة ولكن طرق البحث واحدة > او 
هي حددة » ونحن نجرا من حبث ندري ولا ندري . وهي لم تشرح شر حا 
وافنا ول تدرس دراسة كافية والموهوب من الناس يكتشفما كلها او بعضها 
بنفسه . الا ان الکتاب محاول شرح هذه الطرق ودراستہا عسی ان کون في 
ذلك ما ساعد الموهوسن > وما ساعد بشکل خاص مدرس الرباضات في 
فصله کا یکون هناك تجاوب بینه وبين طلابه وجو یتعامون فيه الرباضیات من 
غیر کره ومقت ومن غر ضحر وضق . وی هذا الصدد ببدو ان کل مدرس 
وقاریء مپ) طالت خبرته بتدریس الرباضبات وحل مسائلہا واجد قي هذا 
الكتاب الصغير جديداً دضد منه ومتعة تشوقه . 

ثم اننا نحل مسائلنا ونیحث عن حلہا بطرق نعرفہا ونالفہا ولکتننا لا غلك 
التعبير عنما او لا نقدر على وصفا “ كالمرء الذي ضغ طعامه فمو لا يصف كيف 
مضغه وقد لا يعرف ان يصف . فالكتاب عحاولة هذا التعسير والوصف فانت 
واجد فىه اشاء معروفة عندك ک) انك قد جد قنه اسلوبا في التعبير لا يعجبك 
او لا يعبر عا فى نقسك فتذ كر أن املف اول عحاولة فريدة هي الاولى من 


۲t 


وعمأ على هذا النطاق الوأسع . فعسى الا يضبق القارىء بهذه التعبيرات ذرعاً 
وعسى أن يتسع صدره وصبره . ومن التعبيرات « مراجعة الحل » . فالمۇلف 
ا ب ا الى الروت ان فا اجى س سح رات 
ا لحل امر هام عنده کا هو عند كل من بحل مسألة او يعم حلما . ولكن التعبير 
عنده يعني دراسة الحل “ طريقته ونتىجته > دراسة فاحصة ناقدة » تعمس 
SS EE‏ خزون ذاڪرتك 
مرتبطا بعلوماتك الاخرى . ومع هذا التعبیر یتمشی عنده تعبیر آخر هو « هل 
تلمح حلا آخر ؟ » او « هل تراه بامحة » وكلا التعبسربن سبمران مع القارىء 
عدة مرات حت يبصل الى الموضع الذي فبه يتكشف له ما يعنىه المؤلف . 


والکتاب فرید في تصنىفه وتبویبه کا هو فريد في موضوعه . فثمة جموعة 
الاسئلة والتوجهات التي سمىناها « بالثيت » » وهناك فصول ثلائثة تتعلق ہا 
هي الفصل الاول والثاني والرابم وهي بمجموعها تؤلف الجزء الاققل من 
الكتاب . اما الجزء الأكبر وهو القفصل الثالث فىضم ۷ موضوعا ( مادة ) 
بترتدب ابحدي هي في ظاهرها مواد متباينة متباعدة ولكنها في الواقم تتصل 
كلما عوضوع الکكتاب . وهي قد مكنت المؤلف من دراسة موضوعه في شق 
النواحي وتناوله من ختلف الاتجاهات فكأنه في دراسته هذه انا بحل مسألة 
بالطريقة التي بوصي بها : قب المسألة وانظر الها من شتى اطرافما »> افصل 
اجزاءھا بعضہا عن بعض وانظر فیہا جزءا جزءآ» فكك وارہط ۰> جرب 
وجرب › ولا تجعل اليس يسيطر على نفسك . 

واذ كان الولف بصدد البحث ني طرق الحل الختلفة فقد كان لا بد له من 
الىحث في طريقة التحلہل والتر کنب التی قد کون بابس اول من اشار الما 
رهی الط ال ا تن ا دلب عاد رودا ی توصل اغلاات :ار 
ONE EES Sa)‏ 


ومن الطريف ان نذكر ان هذه الطريقة التي اشار اليما بابس عرفما العرب 


ر 


وعملوا بها ونقلوها من مسال المندسة ألى مسائل الحساب ٠‏ ولابرآهم بن سنان 
ابن ثابت بن رة الحراني مقالة مطولة سماها و« في طريى التحلىل والتر كىب »› 
وقد طبعت المقالة في حدر اباد الد كن في قرابة ٩٠‏ صفحة من الحجم المتوسط 
وهي ماتزال تنتظر من يدرسها دراسة متقنة مقارنة ويطبعما طبعة عامية حققة . 


وفي هذه المقالة يقول ابراه بن سنان : 


« اني وجدت اكثر من رمم طريقة للمتعامين في استخراج المسائل 
المندسية .. قد اتى ببعض الامر .. ول يأت بجميعه لان كل واحد منم 
خاطب من قد امعن في المندسة وارتاض في استخراج مسائلها وبقىت عله 
يابا ... » 


« فر سمت في هذا الكتاب طريةا لامتعامين يشتمل على جيم ما محتاج البه في 
استخراج المسائل الهندسبة .. بحسب طاقتي .. ثم ارشدت المتعل الى طريق 
يعرف به .. كيف الوجه في التحليل وما بمحتاج البه فبه من التقسم والاشتراط 
والوجه في التر كسب وما بحتاج البه من الاشتراط فيه » . 


« وقد ينبغي لمن نظر في هذا الكتاب ان وجد فبه تقصيراً ان يعم ات 
الانسان اذا ابتداً معنى م يكثر غيره الخوض فيه ل بخل من بءض التقصير لأن 
العلوم انا تنمی وتزاد بان یبتدیء واحد من الناس شیا منہا ثم بزید من ياي 
بعده فبه ویيصححه ویقومه فقد بجحب على من وقف على تقصیر ان يقول فيه با 
يوجبه الحتى وان بزبد اذا اقتضى الامر زبادة او يتقص ... » 

وابراهم بن سنان الذي يقول هذا القول توفي سنة ۳٠١‏ هھ فل يأت من بعده 
من بزید في قوله او بصححه او يقومه ٤‏ بل ذهب هذا الضرب من البحث نا 
منسياً حت قيض الله بعد عشرة قرون ان يقوم الاستاذ بولبا باعادة البحث الى 
الاذهان موضوع تربوي هام یکرر فبه ما قاله ابن سنان قىل عشرة قرون . 


۲٦ 


وبعد فہڈا كتاب يستحئ ان يكوث موضوع عناية كل طالب في العام العري 
وکل مدرس ٤‏ بل کل من ہت بالتربية من قريب او بعید . 

اما الطالب فواجد فىه بشكل مبلور حدد الطريقة او الطرق التي تساعده 
على تامس سبيله الى حل مسائله > وهي طريقة او طرق لا بنقص من قبمتہا ان 
اغا ي الها ال وة ور اا تى لاا رف راه 
مران طويل ومراس طويل اذا وافاه الحظ وبقي عنده بقمة من ارادة وعزم . 
ثم اليس ما بزيد ثقة الطالب بنفسه وعد في آفاق طموحه ان يعرف ان هذه 
الطرق هي بعبنها التي يتبعما المكتشفون الكبار والخترعون العظام من حبث 
بعامون او لا بعامون ؟ 

واما المدرس فسيريه الكتاب ان تدريس الرياضات فن ذو جمال وذو 
اصول ومقاييس وان الدرس الناجح لا يقل شأنا عن اللوحة الفنة الناجحة او 
القطعة الموسبقبة الرائعة بل لعله اعظم اثرآً اذ بخرج منه المدرس وقد طبع في 
اذهان طلابه فوق المعلومات الحردة حا جديدآ للبحث وثقة جديدة في النقفس 
وأملا جديدآ فى المستقبل . ومن م طلابه ؟ هم رجال الغد العاملون الصالحون 
امنشئون الذبن بقع على عاتقهم السير قدما بوطنم في مو كب الحباة . 

سطرح مدرس” هذا الکتاب جانبا ویقول : مر كب صعب بريد الولف ان 
تر که . احل انه كذلك › وعلى قدر نجاح المدرس ثي ر كوب هذا لمر كب 
محدد کفاءته ني مېنته وقابلىته لاداء رسالته » وف ذلك فلىتنافس المتنافسون . 
فالتربسة ليست معلومات تلقى فحسب والا لاستغنى الناس عنها بالموسوعات 
والقواميس . انا حفز لامواهب الكامنة وتأسدس لاعادات الحسنة وحرب على 
العادات السيئة وتهسئة للطالب كي يكون عضوآً عاملا في الحباة يستفل قي عله 
کل مواهبه وکل ذ کائه . 

وسقول مدرس : ولکننا من قد نستدرج الطلاب استدراجا . فاذا کان 
المؤلف بذ كر أكثر من مرة انا قد خب تدريس الرياضيات في شى مراعلبا 


۲۷ 


سين طويلة فرجاؤنا ان يسع صدر القارىء اذا ذ كر المترجم أنه خير ثدريسما 
والاشراف على تدريسا سنين طوبلة فى اكثر من قطر عربي واكثر من مرحلة 
واحدة وفى شتى المعاهد العامة الاكاديبة منما والممنبة . فاذا كان المدرس في 
معد التربىة او في درس غوذجي بتبع بعضا ما يلح عليه المئلف فى هذا 
الكتاب فمذا لا يكفي . وهو لا يكفي بدليل رواج الكتب المدرسبة التجارية 
الى وضعما مؤلفون لا ملكون الخبرة ولا الكفاءة ولا يقدرون المسؤواية › 
وبدلل ا انت الف افيد ومون كت وض غل هغاه عة 
هى الاحابة عن اسئلة الامتحان وتكاد طردقة عرضها تقتصر على شكل واحد 
5 : اذا سئلت عن کذا فأحب بکذا . وهو لا يكفى بدلسل ان الاعتقاد 
التقلىدي ‏ وا كاد اقول الر مى ق معاهد عدة ات تدرض الرباضات هو 
کل رو ال ل ع ا عل رفن ا اا ل ا 
اقول ؟ هل کل مدرس لاریاضبات یعرف اک ولو قللا ما بنقله الى طلابه أو ما 
جده فی کتابه ؟ 

قد يكون لا مناص لنا من اختصار الطريق والاستفادة من تارب امم 
سىقتنا بتجربة شتى الكتب وال مقررات وشت اسالمب التألىف والتدريسوعالجت 
الامر من نواحيه العملة والنظرية والنفسبة . ولكن الكتاب المدرسي الذي 
ينغي ان کون هدفنا المنشود كتاب عربي وضعته يد عربية ضمت الى فم هذه 
التجربة تجربتما الواسعة ومعرفتما العمىقة بنفسىة الجىل العربي وحاجتهومطاعه 
ومشاڪل . 

ومن عجب ان صحافتنا في الآونة الاخيرة خطت خطوات واسعة الى الامام 
واساليب التدريس عندنا احرزتبعض التقدم؛ ولكن التألىف ولا سما تألىف 
الكتاب المدرسي - ل يسابرها > ول تعره الصحافة ولا الرأي العام التفاتا برأي 
ناقد بان موجه او باهټام واع بالترببة وشئونها . 


۲۸ 


بقيت كلمة من حى القارىء على المترجم ان يذ كرها بصدد الترجمة . فمند 
تين لي ان الكتاب جولة رائعة في معر كة فكرية قانة رأبت ان اتناوله بمثل ما 
بتناول المترججمون النصوص أو ما قارب ذلك فانقل للقارىء راي المولف كاملا 
غبر حرف وغیر معدل وغبر متأثر برایی أو طريقتي في العرض . حت في المواضم 
التي بتجه فبا البحث اتجاها لغويا أو اقليما يلاثم القارىء الانجليزي ولا يلام 
القارىء العربي . ل احذف ولم اختصر ولكني تحايلت حتى يكتمل المعنى الذي 
بريده المؤلف لا اكثر ولا اقل . الا اني وقفت امام مسألتين من مسائل‌الكتاب 
كلتاما حول كلمة انحليزية من الكلات المتقاطعة . وهنا كانت المشكلة فارن 
الكلمات المتقاطعة لر تدرج في حباتنا الاجقاعبة والفكرية ثم ان الافظتين ما يقراً 
نة ويسىرة > واللفظة ( الواحدة ) العربمة الى تقراً نة ويسرة تسل معرفتما 
رلاقنى ک اللات ان الى ع اة اة ف ادى 
هاتين انان لتا ا كامة عربية ان ل تطابتى الكاة الانجليزية 
من حسث اثارتها لامشا كل الذهنة فهي تقار مما > وقي المسألة الثانة استبقىت 
الافظة الانجلزية نفسما “ وفي هذا حصر لفائدة البحث على من بعرفون 
الانجليزية > ولكنه حصر لا حلة لي فيه . 


المترجم 


ا لخرطوم ١‏ تشرین الثاني ( نوفیر) ٠۹۰۹‏ 


۲۹ 


من تصبت دم الطبعة الاوتل 


الا كتشاف العظم حل لمسألة عظيمة »> ولكن في حل اي مسألة من المسائل 
ذرة من الاكتشاف . فقد بكون امامك سؤال بسط > ولكن اذا هو أثار 
عندك حب الاستطلاع واستثار لديك قوى الابداع فحالته بطريقة من عندك 
فقد تعتريك آنئذ هزة الفوز ونشوة الا كتشاف . ومثل هذه التحربة في سن 
التطبع قد تخل تذوقا لاعمايات الذهنمة فتترك طابعه_اعلى الفكر والسلوك 
مدى الجماة , 


ولذا فان لدى مدرس الرياضبات فرصة كبيرة . فاذاهو أمضى الوقت 
الحخصص له رن الطلاب على عمليات تكرارية فانه يقتل شوقيم ويعرقل غو 
أذهانهم ويضيم علبمم الفرصة . اما اذا هو اثار حب الاستطلاع عندم مسائل 
تتناسب مع معلوماتهم وساعدم على حل هذه المسائل عن طري اسئلة مشجعة 
فقد يكسمهم تذوةا للتفكير المستقل وبعضا من وسائله . 


و كذلك لدى الطالب الذي يشملمنماجه الجامعي شيا من الرباضاتفرصة 
فريدة . ولكن اذا کات من مشر الر انات مرشرعا عله ان شضل ف کذا 
من الدرجات ثم ينساه حالما يغادر قاعة الامتحان فان الفرصة ستفلت منهحتماً. 
وهی قد تفلت حت وان كان لديه ميل طسعي للرياضبات “ ذلك انه كأي‌فرد 
آ شی تغل أن لن راه رمسو فو ١‏ ع اد نر ف انت انط ران 
ل يذقه ولكنه رما اكتشف ان المسألة الرياضبة مسلبة كلغز فى الكلمات المتقاطعة 
وان الاعمال الذهنبة النشطة امر مرغوب فبه بقدر الرغبة في لعبة تنس حامبة. 
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فاذا هو ذاق ما في الرياضيات من متعة فعندئذ لا يسل عله نسبانها > ولا بعد 
ان تغدو عنده ذات شأن فتصیر هوایته E CE‏ ¢ 
او مطمحه الکير . 

وا لمۇلف يذ كر يوم كان تاميذا في المدرسة لا خاو من طموح › انه کان برغب 
في معرفة شيء عن الرياضبات والفيزياء . فهو يستمع الى المحاضرات ويقراً 
الكتب ومحاول ان يتفم الحلولوالحقائق التي تعرض‌عليه “ولكن سوال واحداً 
کان لا بفتاً براوده مرة بعد مرة : 

« أجل > هذا الحجل يبدو علا > وهو يندو صحتحا » ولكن كف السيبل 
الى ابتكار حل مثله ؟ أجل هذه التحربة تمدو عملىة > وهي تندو حقىقة 
اکىدۃ » ولکن کف یکتشف الناس هذه الحقائی و کف تاح لي‌ان ابتکر او 
اكتشف مثل هذا بنفسي ؟ » 

والمؤلف يعمل الوم بتدريس الرياضات في الجامعة > وهو يظن او يأمل ان 
يکون بين طلابه المتطلعين من يسائلون انفسمم مثل هذه الاسئلة فيحاول ارت 
جب عن تساؤ هم . وهو اذ لم يقنع بالوقوف عند فهم هذا الحل او ذاك بلحاول 
ان يتعمى دوافع الحل وخطواته > وان يفسر هذه الدوافع والخطوات لغره “٠‏ 
ادى به الامر الى وضع هذا الكتاب . فمو برجو ان يكون ذا فائدة للاساتذة 
الذین مہم ان ينموا ملكات طلابهم في حل المسائل وللطلاب الذين مهم ات 
تنمو ملکاتهم . 

والکتاب یعنی بشکل خاص با يازم طلاب الرباضبات واساتذتها » ولکنه 
سيشوی اي شخص له اهټام بطرق الا كتشاف والاختراع ووسائلما .وهنا 
الاهام قد يكون اوسم انتشاراً ما بظن المرء لأول وهلة . فا جال الذي تقسحه 
الصحف والجلات للكلمات المتقاطعة وغيرها من الاحاجي › دلبل على ان الناس 
يبذلون بعض الوقت في حل مسائل ليست ذات فائدة عملية . وربا كان وراء 
الرغبة في حل هذه المسألة او تلك ما لا برجى منه فائدة مادية رغبة ا عمق في فم 
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الطرق والوسائل والدوافع والخطوات للحلول العامة . 

والصفحات التالىة كتدتبامجاز نوعا وبلغة سبلاة بقدر الامكان > وهي مىنىة 
عل درا او عه رى الل ك ارات الى اها بض اكات 
باھورستىكا ) Heuristic‏ ( وهي در اسة لا نعنی ا الوم“ ولکن کان یا ماضر 
كبر ٤‏ ورما بکون ها مستقىل . 

ونحن اذ ندرس طرق حل المسائل نرى وجا جديداً للرياضيات . أجل > 
فالرياضبات ذات و جين في عل اقلىدس الرصين > وهي ايضا شيء آخر . 
وهي اذ تعرض على طررقة اقلىدستىدو عاما استنتاحا منظماء ولکنہا فى دور 
ا لخلق والابتكار عل تجريي استقراني . وكلا الوجمين قد قدم الرياضبات نفسما. 
ولکن الوجه الثاني احدث باعتبار واحد ذلك ان الرياضات في مرحلة الخلى 
والتکوین لم تعرض ابداً بشکلہا هذا لا على الطالب ولال الدر ولا ع 
امور . 

والهورستيكا ذات روابط بموضوعات كثرة فعاماء الرياضبات والمنطق وعل 
النفس > ورجال التربىة > حتى والفلاسفة ‏ كل يدعي انها » في بعض نواحسا “ 
تقع ف داثرة اختصاصه . والمؤلف اد يدرك ام الادرالك اته قد بتعرض ال‌النقد 
من اوساط شتی > ویعرف تام المعرفة حدوده > بود ان تقدم بادعاء واحد وهو 
ان لديه بعض الخبرة في حل المسائل وقي تدريس الرياضات في عتلف المراحل. 

والموضوع سعالجه املف معالجة اوفى في كتاب اضخم اوشك ان 
دفرغ منه . 

اة ت اقورة 


۱۹٤٤ ) آب ( اغسطس‎ ١ 
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من تصديبرالطبعة السابعة 


بسرني ان قد كنت من الوفاء ببەض ما وعدت به في تصد ر الطبعة الاولى 
فامجلدان : الاستقراء والقىاس ف الرياضات - Induction and Analogy in‏ 
gı “ Mathematics‏ اسالىب الاستدلاJ‏ ãallقJy Patterns of Plausible‏ 
nference‏ اللذان بۇلقان مادة کتابی الحديث : الرياضات والتفكير المعقول 
Mathematics and Plausible Reasoning‏ ا تتمة للمادة الفكرية التي بدأتما 

بكتابي هذا : « البحث عن الحل » . 
زوریخ › ۳۰ آب (اغسطس) ۱۹۰٤‏ 


تصدمالطبحة المنقحة اللخاثة 


تضىف هذه الطىعةالمنقحة الثانىة وا رابعاً جدیدآاً هو « مسائل‌وتلسحات 
وحلول » » هذا عدا بعض الآحسينات الثانوية . 

عندما كانت هذه الطبمعة المنقحة تحضر لاطباعة ظہر تح : Educational‏ ( 

Testing Service, Princeton, N. J. cf. Time, June 18, 1956 ) 

يظهر انه عبر عن بعض اللاحظات التي تعندنا ‏ ملاحظات قد لا عہلہا 
العمارفون ولكنما تعرض لأول مرة على الجور - « .. بكون لارياضات شرف 
انها اقل مواد التدريس حظوة لدى الطلاب ... ان مدرسي المستقبل بتر كون 
المدرسة الابتدائية وقد تعاموا كره الرياضات ... يعودون الما بعد حبن لىنقلوا 
كرهما للحىل الجديد .. » . 

واني ارجو ان یکون فی هذه الطبعة المنقحة التي اعدت لانتشار اوسم ما 
بقنع بعض القراء بان الرياضبات‌فوق كونما معبر ضروري لامهن المندسبةوالمعرفة 
العلىة كن ان تكون تسلىة ومتعة وعكن ان تكون مشمدا من مشاهد النشاط 
الذهني في اعلى مراتبه . 


زوریخ » ٠۰‏ توز (لولیو) ۱۹۰١٩‏ 
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يجب أن تحصل ني النماية على 
حل 


ثالاً : 
ذفن خطتك 


رابعاً : 


هل عكنك ان تذ كر المسألة بعبارة من عندك ؟ هل بمكنكان تذكرها بعبارة اخرى؟ 
ارجم الى التعاريف . 
اذا ي تستطع ان تحل هذه المسألة فجرب ان تحل اولا مسألة ذات صلة بها e‏ 
تذ كر مسألة ذات صلة ا اسل حلا ؟ مسألة أعم ؟ مسألة أخص ؟ مسألة على قباسما ؟ 
هل بمكنك ان تحل قسما من المسألة ؟ خذ جزءا من الشرط واهمل الباق : فالى اي حد 
رتحدد الآن المحہول ؟ كف يکنه ان بتغير ؟ هل كنك ان تستنتج شيشا مفىداً من 
المعطات ؟ هل بمكنك انتفكر في معطباتاخرى مناسبة لابجاد ا لجہول ؟ هل كنك 
ان تغیر الجہولاو المعطبات‌او كلما اذا لزم‌الامر الى مجول ومعطبات اقرب الى بعض؟ 
هل !"عملت كل المعطات ؟ هل استعملت الشرط كله ؟ هل اخذت بعين الاعتبار 
كل المىادىء الجوهرية في المسألة ؟ 
تنفيذ الخطة 
اثناء تنفىذ خطتك للحل »› حقتق کل خطوة . هل بمکنك ان تری بوضوح اف 
الخطوة صححة ؟ هل مكلك ان تثبت صحتما ؟ 
المرأجمة 
هل عكنك ان تحقتى النتىجة ؟ هل بمكنك ان تحقتى الطريقة ؟ هل كنك ان جد 
النتىجة بطريقة اخرى ؟ هل بمكنك ان تتصورها بالحة ؟ هل كنك ان تستعمل 
النتىجة او الطريقة في مسألة أخرى ؟ 


هه کت 


Eu REE 


البحث التالي يتجمع كله حول ثبت الاسئلة والتوجمات السابقة الذي جعلنا 
عنوانه « البحث عن الحل » وكل سؤال او توجبه نقتبسه من هذا الثبت في ثناا 
الكتاب سنشير البه بوضع خط تحته. اما الثبت نفسه فنشير البه باسم « الثبت». 

وني الصفحات التالبة بسط للغرض من هذا الثبت وشرح لطريقة استعماله 
مشفوع بالامثلة “> وتوضسح لمبادىء والعملىات الدهنية التي ينطوي علہا . 
وصفوة القول ان الذى بحسن استعال هذه الاسئلة والتوجات ادا هو وججها 
ال ف اعا ق ل ا وار راان طا ن اة 
في حل مسائلم . 

وقع الكتاب في أربعة فصول : 

عنوان الفصل الأول : « في حجرة الدرس » . وهو يضم عشربن قسما نشير 
الها في الكتاب مرقمة بارققام . وي الاقسام ١‏ الى ه شرح عام للغرضمن 
الثبت . وقي الاقسام ٦‏ الى ١۷‏ شرح للتقسمات الرئيسية والاسئلة الرئيسىة في 
الثبت ثم اول مثال عملي وفي الاقسام ۱۸ ۲١ ٠ ۱۹ ٤‏ > امثلة اخرى . 

والفصل الثاني موجز للغاية وعنوانه « البحث عن الحل » . وهو مكتوب 
بشكل حوار بحسب فبه مدرس مثالي على الاسئلة القصنرة لطالب مثالي . 

والفصل الثالث »> وهو أوسع فصول الكتاب > سميناه « قاموس موجز في 
الهورستىكا » وسنشير اليه بكلمة «القاموس » وهو يضم 1۷ مادة بترتيب امجدي . 
فكلمة هورستىكا ها مادة تشرح معناها . وني شرح بعض مواد القاموس تجد 
فقرات ذات صبغة تقندة وههذه وضعناها بين قوسين مربعين [ ] . وبعض 
المواد مرتبط الى حد ما بالفصل الاول فو يضم امثلة اضافية توضحه 
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وملحوظات اكثر تفصباا . وبعضما يتجاوز مرمى الفصل الاول الى فہم ام 
للاساس الذي بني عليه . وهناك مادة اساسبة باسم المورستيكا المعاصرة وفبها 
شرح للصلة بين المواد الرئيسة والخطة العامة للقاموس > وهي تحوي ايضا 
ارشادات توضح سبل الحصول على معلومات عن اجزاء الثبت الختلفة . ويثبغي 
ان نۇ کد ان عة خطة مشتركة ووحدة عاممة رغم ان مواد القاموس تشبر في 
ظاهرها الى تنويم واسع . ويضم القاموس بضع مواد مطولة فما حث منظم 
موجز لىعض المبادىء العامة > ومواد فسا ملحوظات حول امور معبنة خاصة 
واخرى لا تزيد على اشارات تدلك ابن تىحث عن فكرة مصنة أو تعطبك 
معلومات تارخىة أو مقتبسات او امثالا او ملحا . 

ولا ينبغي ان عر القارىء على القاموس مستعجحلل نمواده هي على الغالب 
موجزة مكتنزة » وهي في بعض‌المواطن دقبقة حاذقة ولكن بستحسن انبرجع 
اله القارىء بين حين وحين لاستبضاح نقاط معبنة . وقد تعرض هذه النقاط له 
او لطلابه اثناء حل المسائل فعندها يعطي القاموس فائدة اجل . 

وعنوان الفصل الرابع : «مسائل‌وتاسحات وحلول» . وهو یعرض‌للقاریء 
الطموح مسائل بتبعما « تامسحات » تساعد على اكتشاف النتائج الشروحة في 
« الحلول » . 

وقد استعملنا لفظي « الطالب » و « المدرس » فما مضىبكثرة وسنذكرها 
مراراً وتكراراً فما بعد. فحري اذن ان نشير الى ان كامة «الطالب » بقصد ا 
اي تاذ سواء كانفي مدرسة ثانوية أو كلىةجامعبة أو اي فرد يدرس الرباضات > 
ان كامة « المدرس » راد بہا کل من قوم بتدریس الریاضات سواء کان قي 
مدرسة ثانوية او كلىة جامعمة وكل من يعني باساليب تدريسما . 

والمؤلف بنظر الى الامر تارة من ناحبة الطالب وطوراً من ناحسة المدرس 
( والاخير هو الارجح قي الفصل الاول ) . ولكن معظم المادة ( ولا سما في 
اقل لفالف ) خط ر الا رار من ل طالت ولا نى يل هى درد 
امامه مسألة يبغي ها حلا . 
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جچ ےہ الںرس ل 
ا ےدف 


١‏ مساعدة الطالب : ان من اهم واجبات المدرس مساعدة طلابه . وهذا 
الو اجب ليس بالسہل فو بتطلب زمنا ومرانا وتضحبة ومبادىء رصبنة . 

فالطالب عليه ان يكتسب أوسم ما يكن من خبرة بالعمل المستقل. ولكن 
اذا هو ترك حابه مسائله وحده بدون مساعدة او بمساعدة متسر ة فقد بعوققه 
ذلك عن التقدم ٤‏ وان ساعده المدرس اكثر ما بجحب فقد لا يقي له ما یعمله .. 
لذلك محدر ان تكون مساعدة المدرس وسطا لا إفراط ولا تفربط حت ىقى 
للطالب نصيب معقول من العمل . 

وان عجز الطالب عن العمل بنفسه فعلى المدرس ان يبقي له ولو قسطا وها 
من العمل المستقل . ومن اجل ذلك ينبغي ان ترد مساعدة المدرس بحذر وفطنة 
لا تطفل فسا ولا اقحام . 

والاقضل ولا شك ان ترد هذه المساعدة طعبة بعد انبضع المدرس نفسهفي 
موضع الطالب فببصر وجہة نظره ويتامس ما يدور في خلده ثم يلقي سۇالا او 
يشير الى خطوة قد تخطر على بال الطالب نقسه . 

٣‏ - الاسئلة والتو جيهات والعمليات الذهنية . اذا حاول المدرس ارس 
يساعد طلابه مساعدة فعالة طبيعية لا اقحام فيها سبجد ان هناك اسئلة يسأها 
وخطوات يشير الما مرة بعد مرة . ففي كثير جدآ من المسائل علبه ان يلقي 
بالسؤال : ما المحول ؟ وقد يغير الكامات فيسال السؤال نقسه بالفاظ اخرى 
كقوله : ما المطلوب ؟ ما الذي تريد ان تجده ؟ ما الذي ينبغي ان تبحث عنه؟ 
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والغرض من هذه الاسئلة كلها هو تر كيز ذهن الطالب علىالجول . وقد نحصل على 
النتىجة نفسما بشكل طبيعي اذا قدمنا توجما بدل السؤال كقولك انظر الى 
ا حول . فالاسئلة والتوجسمات تؤدي الى نتىجة واحدة وترمي الى إثارة عملىة 
ذهنىة واحدة . 

وقد دار في خلد املف ان قد يكون من المغند ان بجمع ويبوب ناذج من 
الاسئلة والتوجممات التي تفيد في مناقشة المسائل مع الطلاب. والثبت الذي ندر سه 
بحوي نماذج من هذا القسمل مختارة ومبوبة بعناية وهي مفمدة ايضا لن بحل المسألة 
بنفسه. فاذا تعرف القارىء على الثبت تعرفا كافبا وانعم النظر فبا وراء التوجمه 
فقد يدرك ان الثبت يعدد بصورةغير مباشرة ناذج من عملبات ذهنبة تفىد يحل 
المسائل > وهذه العملبات مرتبة بالترتيب الذي يغلب انها ترد على الخاطر فبه . 

۳ - الاسئلة و التوجيهات عامة : وهذه احدى مزااها المامة . خد 
الاسئلة : ما ا حول ؟ ما المعطات ؟ ماالشرط ؟ انها اسئلة عامة قد توجه فى 
اي مسألة من المسائل فتؤدي الى نتبجة طببة . واستعا هما لا ينحصر في موضوع 
واحد > فسواء كانت المسألة جبرية او هندسىة > رياضة او غير رياضة > نظرية 
او عملبة “ جدية او جرد احجبة للتسلية > كل ذلك لاهم بل الميم ان السؤال 
ذو معنى وانه قد بدي الى حل المسألة . 

ولكن ثة تحديدا في الواقم ولكنه تحديد لا دخل له عادة الموضوع »> فبعض 
الاسئلة والتوجمات تنطبقى على المسائل التى يطلب فما « ابجاد شيء » فقط ولا 
نطق غل المطائل الى نظلت فيا الرهان عل كى .قاذ كانت اا 
من القوع الان فمتا إن عل اة غي هذه ٠‏ اطي الادة مائ الاعاد 
ومسائل الاثىات » ف القاموس . 

> - الادراك الفطري ٠‏ الاسئلة والتوجسمات التي في ثبتنا عامة “> ولكنما 
فما عدا ذلك طببعبة بسبطة واضحة لا غموضص فما ومنبثقة عن الادراكالفطري 
الصراح . خذ مثلا التوجه التالي : انظر الى المجهول > وحاول ان تتذ كر مسألة 
تعرفہا فسا هذا المحېول او مجېول شه . انه بقترح علىك ان تعمل ما انت 
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سشعمله على كل حال حتى ولو أ يقدم اليك › اذا مأ صح غزمك على حل المسألة. 
انت جائم ؟ فانت تريد ان تحصل على الطعام ولذلك تفكر في الطرق الألوفة 
للحصول على الطعام . أعندك مسألة تقتضي عملبة هندسبة ؟ فأنت تريد انترمم 
ثلث »> ولذلك تفكر في الطرق المألوفة لرسم اثلث . أعندك مسألة من اي 
نوع ؟ ان ثمة مجولا تريد ان تحصل عله > فانت تفكر قي الطرق الألوفة 
للحصولعل‌هذ!ا النحېول او مجہول یشہه. فادا انت عملت ذلكفانت تسر على e‏ 
التوجبه الذي في الثبت »> وانت تسير في الطريتى الصحبح . فالتوجبه مفيد لأنه 
بوجه في طريتى طالما ادى الى الحل الصحح . 

وكل الاسئلة والتوحمات فى ىتنا طسصة بسبطة ظاهرة للعبان مستمدة من 
الادراك الفطري ولكنما تعبر عن هذا الادراك الفطري بلغة عامة . في تقترح 
المسلك الذي يسلکه فعلاً کل شخص مه حل مسالته ولديه شيء من هذا 
الادراك الفطري . ولكن الشخص الذي يتبم السبيل السوي في حله قد لا مه 
ان يعار عن مسلكه هذا بصورة واضحة > او قد لا يستطيع > فالثيت عاولة 
لتأدية مثل هذا التعير . 

ه - المدرس وااطالب ؛› والتقليد والتمر ب + هنالك هدفان محدر اش 
بتوخاها المدرس حبنا بلقي على طلابه توجسم) او سوال من هذا الثبت > فالاول 
ان ساعد الطاب ى غل لتا الى بن ده واكان إن ع اة اقا 
کا شو اة اذل اق اتل هت 

وقد دلت التحربة على ان هذه الاسئلة والتوجات اذا استعملت محككة 
فكثيراً ما تساعد الطالب لان ما ميزتين مشتر كتين > في فطرية بدية وهي 
عامة . واذ هي تنجم عن الادراك الفطري في تأتي على الغالب طسعبة وقد 
تكون سنحت لاطالب نفسه »> واذ هي عامة في تساعد الطالب بلا تطفل ولا 
اقحام > انما لا تزيد على ان تشير الى اتجاه عام ثم تترك لاطالب مممة السير فيه . 

والمدفان اللذان تقدم ذكرها مترابطان متلاصقان» فاذا جح الطالب يحل 
المسألة التي بين يديه > فقد زاد قليلاً في مقدرته على حل المسائل . ولنذكر ان 
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ألاسئلة عأمة يكن تطسقما فى حالات كثيرة . فاذا تكررت فأئدة السؤال “فو 
لن غب عن ذهن الطالب وسعن له ان بلقىه على نفسه في الحالات الماثلة › 
فاذا كرر الطالب السؤال فقد ينجح مرة من تبين الفكرة الصحبحة > وهذا 
النجاح يفضي به الى استعال السؤال استعالاً صحبحا »> وعندئذ يكون قد فهمه 
E‏ 

وقد يتوصل الطالب الى فيم بعض الاسئلة من ثبتنا فما عمبقا بجعله قادرا 
علىان يو جه لنفسه السؤال المناسب قى الوقت المناسب> وان يقوم بالعملية الذهنية 
المناسبة بصورة طبعية ونشبطة . مثل هذا الطالب يكون قد جنىاعظم فائدة 
يمكن ان يقدمما الثبت . فا العمل كما محصل المدرس على هذه النتنحة القىمة ؟ 

ان حل المسائل > كالسباحة > مہارة عملىة . ونحن اغا نحصل على اليارة 
العملية بالتقليد والمران “ فالدي محاول السباحة يقلد حركات السابحين بايدمم 
وأقدامہم لتبقى رؤوسمم فوق الماء > ثم هو يتعامما بالتمرن . وكڪذلك الذي 
بحاول حل المسائل عله ان براقب ما بعمله غيره ويقلدم ثم هو يتعل الحل 
بالتمرن على الحل . 

والمدرس الذي يبتغي أن ينمي ملكة طلابه في حل المسائل علبه أن يشير في 
اذهانهم بمض الاهتام وان فسح لحم الجا للتقلىد والتمرن . واذا هو اراد ان 
تنشط لديم العملبات الذهنبة التي ترافتى اسثلة الثبت وتوجبماته “ فيجب أف 
بلقىما علهم مرة بعد مرة “شرط أن تصدر طبيعبة لا تكلف فما . وفوق ذلك 
فهو يستطبع ان ينتهز فرصة حله لمسألة امامهم فيجري ما يشبه تشلبة يلقي فسا 
على نقسه تلك الاسئلة التى بلقا على طلابه »“ وبذا يتفق لاطالب بعد حين 
اكان ره اا و ی 
قد جنى فائدة اعظم من مجرد التعرف على حقبقة من حقائى الرياضبات . 


امات ار ب رانوسلا ار لب 
> المراحل الاربعة : اثناء البحث عن حل كثيرآً مانغير وجهة نظرنا 
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والزاوية التي ننظر منما الى المسألة > فنلتقل من موقف ألى موقف ٤‏ مرةٌ بعذ 
مرة . وفممنا للسألة قد يكون في البدء ناقصاً > فاذا تقدمنا في سبل الحل 
تتغبر وحجہة نظرنا > وهي تتغير ايضا عندما نشارف اكتشاف الحل . 

فلكي نبوب اسئلة الثبت وتوجی‌اته تبویبا مناسبا حدر ان نیز بين مراحل 
اری لل اى 1 

اولاها : فهم المسألة وهنا ينبغي ان نتبين المطلوب بوضوح . والثانبة : قم 
الروابط بين عناصر المسأالة وصلة المجهول بالمعطمات كى تتجلى لنا فكرة الحل 
ونتمکن من رسم خطته . والثالثة : تنقىذ الخطة . ل ا 
حین یکتمل ومناقشته . 

ولكل واحدة من هذه المراحل امستما . ولكن قد محدث ان طالا يمح 
فكرة نيرة باهرة فىعطي الحل طفرة متخطا جيم التحضيرات . ومثل هذه 
اللمحات الحظوظة امر نرحب به كل الترحبب > لا ريب في ذلك . ولكن الامر 
الذي نخشاه ولا نرغب فىه هو أن يتخطى الطالب ايا من هذه المراحل بدون 
ان تكون لديه الفكرة الموفقة . فلا شيء اسو من مباشرة العملبات الحسابية او 
الانشائية قبل فهم المسألة . ومن العبث عموما القبام بالتفاصيل قبل وضوح 
الرابطة الرئيسبة ورسم الخطة . وما | كثر الاخطاء التي يكن تجنبما لو روجعت 
كل خطوة اثناء ا لحل . اما اعادة النظر في الجحل بعد أن يكتمل ففي اهماما 
مضبعة لبعض اه النتائج . 1 

۷ - فهم المسألة » من المت ان تجبب عن سؤال لا تفهمه ومن المؤسف أن 
تعمل من اجل غاية لا ترغسما . ومثل هذا وذاك بمحدث كثراً داخل المدرسة 
وخار جما فعلى المدرس ان ينع حدوثه في فصله . وعلى الطالب ان يفم السؤال 
وفوق ذلك عليه ايضا ان يعقد العزم على حله . واذا ما اعتری فېمه او عزمه 
نقص فليس الذنب دانًا ذنبه لأن الواجب حسن اختمار المسائل فلا تكورنت 
اصعب ما محتمل الطالب ولا اسل عا يشير اهټامه وبحجدر أن تكون هذه 
المسائل طبمعية شائقة وربا لزم بعض الوقت لعرضما ثل هذه الصورة . 
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وفم لكل مىء بنىفى أن تعرض المسألة بلغة مفمومة . وبأستطاعة المدرس ان 
کا كم لك الد ما فال اخ انطلاي ان ند ااا ل وب ان 
کون بامکانم انيعيدوه بطلاقة . ا ينبغي ان يعرفوا عناصر المسألة الرئيسية> 
المحهول والمعطبات والشرط . ولذا جد المدرس ان لا بد من القاء الاسئلة : 
ما المحهول ؟ ما المعطبات ؟ ما الشرط ؟ 

وعلى الطالب ان يعن النظر في العناصر الرئيسة لامسألة ويقلها من جوانب 
عدة > واذا كان ثمة شكل برتبط إالمسألة فعليه ان برسم الشكل ويشير عليه الى 
المجهول والمعطبات . واذا احتاج الامر الى اعطاء اسماء هذه العناصر فعلنه ان 
بختار الرموز المناسبة » وقي اختباره للرموز يضطر الى انعام النظر يي هذه 
العناصر من جديد . وهناك سوال آخر قد يكون مفمداً فى هذه المرحلةالتممدية 
شرط الا نتطلب منه جوابا حدداً بل نكتفي بحواب مؤقت تخمصني > وهذ 
السؤال هو : هل يمكن ان بتحقتى الشرط ؟ ( وي الفصل الثاني جحد القارىء اننا 
قسمنا « فهم المسألة » الى مرحلتين هما « التعرف علبما » ثم « حاولة الوصولالى 
فہم اعمی » ) . 

۸ - مال ١‏ لنوضح الآن بعض النقاط التي وردت في القسم السابتى» ولنأخذ 
هذه المسألة البسسطة : اوجد قطر متوازي المستطىلات اذا عرفت طوله وعرضه 
وارتفاعه . 

کی تکون مناقشة هذه المسألة مجدية يازم ان يكون الطلاب قد ألفوا نظرية 
فقىثاغورس وبعض تطسقاما فى اهندسة المستوية . اما اهندسة المحسمة فىکفي 

من امرها قلىل من المعرفة النظامىة اذ عكن لامدرس ان يعتمد في هذه الحالة على 
ادراك الطالب بىداهته للعلاقات الفراغىة . 

وقي مقدور المدرس ان مجعل المسألة شائقة بتحويلمه ا الى مسألة ماموسة > 
فخجرة الدراسة متوازي مستطىلات عمكن قباس ابعاده او تقديرها. فعلى 
الطلابان يوجدوا قطر الحجرة بعد معرفة الطول والعرض والارتفاع ويستطيع 
المدرس ان يشير الى القطر مرة بعد مرة ثم بزيد الامر تشوبقا بوضع رسم على 
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السبورة بربط بينه وبين حجرة الدرس بجلاء . 

والىك الحوار الذي قد ينشاً بين المدرس والطلاب . 

« ما المحمول ؟ » 

« طول قطر متوازي المستطلات » . 

« ما المعطات ؟ » 

« طول متوازي المستطىلات وعرضه وارتفاعه » . 

« لنضع الرموز المناسبة > مادا نسمي المجهول ؟ » 

« س » . 

« اي رموز نختار للطول والعرض والارتفاع ؟ » 

.»<٤ پ٤او‎ 

« ما الشرط الذي ربط بين أ ٤‏ ب »> + و س ؟» 

« س هو قطر متوازي المستطبلات الذي ابعاده أ ٤‏ ب ٤‏ ج» . 

« هل السؤال معقول ؟ اعني هل الشرط يبكفي لتعبين المجهول ؟ » 

نعم فاذاعرقنا ا ٤‏ ب ٤‏ ج٠‏ عرف متوازي المستطبلات > واذاعرفتاء 
بتعين قطره » ۰ 

٩‏ - ابتكار الخطة : تتجلى لنا خطة عندما نعرفولو هبكلا عاماً للعمليات 
الحسابية او الرسوم الهندسية التي يازم اجراؤها من اجل الحصول على المجهول . 
وربا كان ما بين فهم المسألة وادراك خطة للها مسافة طويلة ملتوية . ولا 
ان القسم الرئيسي في الحل هو الوصول الى فكرة خطته . وقد بستبين ذلك 
تدر با او قد تسبقه حاولات تبدو فاشلة او فترة تردد » ثم هو يتبدى فجأة 
كامحة خاطفة او « فكرة نيبرة » . 

وافضل ما يستطبم المدرس ان يقدمه للطالب هو ان محصل له على فكرة 
نيرة بدون اي اقحام٤‏ والاسئلةوالتوجمهات التي نناقشا هنا تستمدف هذا الأمر . 

وكا بستطيم المدرس ان يقدر موقف الطالب عليه ان يتذ كر تحاربه هو 


» 


نفسه وصعوباته وحوادث جاحه فی حل مسائله چ 
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وما لا شكفه انه يتعذر الوصول الىفكرة جمدة اذا كانت معرفتنالاموضوع 
غير كافىة؛ ويستحىل ذلك بدونمعرفة. فالفكرة الجدة تبنىعلى الخبرةالسابقة 
والمعارف المكتسىة. والذاكرة وحدها لا تكفى ل ملب هذه الفكرةولكن لا عكن 
ا لحصول علما الا اذا استعدنا في لامر الفا لمتعلقة بالموضوع؛ كتجمسع 
مواد البناء فذا وحده لا بكقي لانشاء البيت »> بيد ان انشاءه لا يتم بدورت 
المواد اللازمة . والمواد اللازمة لحل المسألة الرباضة هي حقائى تتعلق بها حصنا 
علا من معارف سىت ان تعامناها او مسائل‌سبی‌ان حللناها او نظربیات‌سىق ان 
برهنا علا . ولذا فكشرآً ما کون من المناسب أن نبداً بالسؤال : هل تعرف 
مسألة ذات صلة مسألتك . 

والعقىة هنا اننا جحد عادة وفرة من مسائل ها بعض الصلة بالمسالة الق 
ااا اعا رك مع ف ةا تی ارم اعات و اکر 
ها فائدة مضمونة ؟ هناك توجبه يضع ابصارنا على نقطة مشتركة رئيسية : انظر 
الى المحهول؛ وحاول ان تتذ كرمسألة تعرفما فما هذا المحمول او مول يشهه. 

فاذا تحن وفقنا الى استذكار مسألة سبق لنا حلا وهي ذات صلة وثىقة 
بمسألتنا فقد واتانا ا gظ‏ »> ولكنه حظ ينىغى ان نحد لنستحقه »> ونحن انا 
a SS IN E E a‏ 
بمسألتك وقد حلت من قىل فہل عکنك ان تستعملہا ؟ 

والاسئلة السابقة اذا فہمت فما تام واخذت مأخذ جد فكشراً ما تفضى 
الى تواتر الفكرات الصائبة . غير انها ليست مضمونة النتاثج على الدوام » فا 
هي سحر ساحر يصنع الاعاجيب . وان هي لم توصلنا الى النتجة المطلوبة ازم 
ان تعمد التفتيش عن رابطة اكثر ملاءمة وان نتفحص نواحي السألة الحتلفة > 
وقد تنجد ازاما ان نغير في المسألة او نبدل او نعدل . وهنا مكان السؤال : هل 
عكنك تذ كر المسألة بعبارة من عندك ؟ وبعض اسئلة الثىت تشر الى طرى 
محددة لتعديل المسألة كالتعمم والتخصبص والقابلة وغض النظر عن جزء من 
الشرط وما الى ذلك » فان التفاصبل كلما هامة ولكن لا نستطيع الآن اٺس 
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نتناو ما جميعا . ثم ان تغبير المسألة قد يودي الى مسألة مساعدة مناسبة : اذا م 
تستطمع ان تحل المسألة فجرب ان تحل اولاً مسألة ذات صلة بها . 

ونحن اذ نحاول ان نطق مختلف المسائل والنظريات التق نعرفما وندخل 
اا ا اة وتكن الال الساكة ف اع 
المسألة الاصليةحتى لتضيع علمنا معا لما . ولكن في اسئلة الثبت مايعيدها الى 
حظبرة تفکر نا : هل استعملت كل المعطات هل استعملت الشرط كله ؟ 

٠٠‏ مشال ٠‏ ولنعد الى الال الذي بدأناه في القسم ۸ . لقد وقفنا حبث 
توصل الطلاب الى فم المسألة وثار عندم بعض الاهتام ها . فلعل لديم الس 
فكرة من عند تجعل زمام المبادرة في ايديم . فان كان المدرس وهو برقيم 
بدقة ي يامح مشل هذا فعلبه ان يستأنف حواره بعناية . ومجدر ان يكون على 
استعداد لن تكرر الاسة الق بعحز عنما الطلاب ولكن معدلة مبسطة ٤‏ 
وة الت راباق كرو اهاري ( رعا ما تشر لها 
قط ع 2 

« هل تعرفون مسألة دات صلة ذه ؟ » 


« حسنا. ما اہول ؟ » 

« قطر متوازي المستطبلات » . 

« هل تعرفون اي مسألة فما هذا المحول ؟ » 

« كلا . ما رأينا بعد مسألة عن قطر متوازي المستطملات » 
« هل تعرفون اي مسألة فسا مجېول یشہه ؟ » 


« انتبموا الي. ان القطر قطعة من خط مستقم . أل تحلوا مسألة كان ا مجمول 
فىپا طول خط ؟ » 
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« طبعا > حلانا مسائل كہذه » مثل ابجاد ضلم المثلث القائم » . 
« احسنت . فنا اذن مسألة ذات صلة مسألتنا وقد حلت من قل . فل 
عکن ان نستعملہا ؟ » 


« لقد توفقتم في استذكار مسألة ذات صل بالمسألة الحاضرة وف تخااتفوها 
من قىل . افترون ان تستخدموها ؟ هل عکن ان ندخل عنصر ا حدیداً مساعداً 
کي نستفمد من المسألة الى تذ كرناها ؟ » 


« انظروا › ان المسالة التى تذ كرقوها تتعلق مثلث »> فمل في هذا الشكل 
مثلث ؟ » 

پر فکرة 
الحل بطرىقة املك القاتم ( وهو 
المظلل ني شكل )١(‏ الذي يكوت 
القطر المطاوب وترآً له ) . ولڪن 
حدر بادرس ان يتوقع ان يفشل حى 
هذا التاسح الصريح نوعا في ازاحة 
کاو س الندر عن اذهان طلابه وعندها ا 


بجحب أن يتسع صدره الى مزيد من 
التامسحات المتزايدة في الصراحة . « اتريدون مثلثا في الشكل ؟ » «مانوع 
اثلث الذي تريدونه ؟ » « لا تعرفون بعد طريقة لامجاد القطر . و م تقولون 
انك تستطبعون ان توجدوا ضلمع اثلث »› فما العمل ؟ » « هل تستطيعون امجاد 
القطر لو كان ضاء) في مثلث ؟ » 

فاذا ما توصل الطلبة > بمساعدة المدرس» الى ادخال العنصر المساعد الحامم> 
وهو المثلث القائم المظلل في شكل )١(‏ > فينبغي الا يتر كهم يباشرون حسابات 
ا لحل الفعلية قبل ان يقتنع بانهم يدر كون ما وراء هذه الخطوة , 


4۸ 


« في راي انها كانت فكرة صائبة ان ترسم هذا للت ٤‏ وها ق خضلا 
عله . فل حصلنا على المحهول ؟ » 

« المجول وتر المثلث “٠‏ ونستطبم ان نوجده بواسطة نظرية فمُاغورس » . 

« تستطىعون اذا كان ضلعا المثلث معلومين “ فهل هما كذلك ؟ » 

« أحدها اعطي لنا وهو ج والثاني » في ظني » لا يصعب امجاده . ذعم “ان 
الثاني وتر مثلث قائم آخر» . 

« احسنت > اذن فقط حصلت على خطة » . 

١‏ - تنفيذ الخطة : ان ابتكار الخطة > اى ادراك فكرة الممل ؛ لس 
الا الل + وي ك مه الها اف الى س ا كبا رواک 
الذهنسة المحدية > وتر كيز الذهن على الهدف › وشيثا خر هو الحظ . واما تنفمذ 
الخطة فأسہل بكشر اذ هو لا بتطلب الا الصبر . 

فالخطة ترسم هبكلا عاما ويبقى عابنا ان نرى ان التفاصيل ها مكانما في هذا 
امكل > ولذا ينبغي تفحصما واحداً واحداً بصبر واناة حت يتضح کل شيء › 
ولا تىقى زاوية واحدة بكمن فسا الخطاً . 

وعندما يدرك الطالب الخطة ادراكا صحبحا > يستطيع ان يتنفس الصعداء 
ولكن الخطر الاكبر ان بنسى الطالب تلك الخطة . وما اسهل ماحدث هذا 
اذا كانت الخطة قد فرضت عليه من عل وقبلما ثقة منه باستاذه ‏ امااذا هو 
توصل الها بنفسه > مع مساعدة طبعة من المدرس وادرك الفكرة النهائةحةا؛ 
واقتنع با فليس من السل ان ينساها . ومع ذلك بجدر بالمدرس ان بل على 
الطالب ان محقى كل خطوة جريا . 

وقد نقتنع بصحة خطوة ما من تفكيرنا اما اقتناعا «حدساً » أو « شكلا» 
فقد نر كز الذهن على الخطوة فتبدو لبصيرتنا بجلاء ووضوح حعلنا نؤمن بصحتما 
او قد نستنتجما استنتاجا حسب القواعد الشكلىة . ( والفارق بين « رؤية 
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الحقمقة » وبين «البرهان الشكلي» علما واضح في كثير من الحالات اهامة فلندع 
التفاصىل للفلاسفة ) . 

والاساس ان بوس الطالب اعانا صادقا بصحة خطواته . ولكن ستحسن‌ان 
بكشف المدرس بين حبن وحن عن الفرق بين « الاقتناع » و «اليرهأان » : 
أترى بوضوح ان الخطوة صحبحة ؟ هل مكنك ايضاً ان تثبت صحتها ؟ 

۴ - مال : لنكمل المثال السابى من حبث وصلنا به في نهاية القسم ٠١‏ 
حبث تبدت لاطالب فكرة الحل ورأًى المثلث القائم الذي وتره هو المجہول س 
واحد ضلعبه الارتفاع المعطى ج والضلم الآاخر قطر في احد وجوه متوازي 
الستطبلات . وينبغي تشجيم الطالب على اقتباس الرموز المناسة فىختار ص 
مثلاً لقطر الوجه الذي بعداه أ > ب . وبذا تزداد فكرة الجل وضوحا > إلا 
وهي الاستناد على مسألة مساعدة المحهول فسها ص . ثم هو يتناول المثلشن القاعين 
واحداً بعد الآخر ( شكل ١‏ ) فيحصل على المعادلتين 


وبمحذف المجمول المساعد ص محصل على : 
کا ف 
e‏ 
ولا داعي لأن يقاطع المدرس تاميذه وهو يسير في هذه الخطوات سرا 
صححا الا اذا شاء ان يتا كد ان الطالب حقى كل خطوة مجر ها فىمكن ان 
يسأله : 
« آترى بوضوح ان المثلث الذي اضلاعه س > ص › > > قائثم ؟ » 
وهنا قد بحسب الطالب باخلاص : «نعم» . ولكن تتتابه حيرة شديدة اذا 
بكتف المدرس بقناعته الحدسىة فراح يسأله : 
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« اأتستطسم ان تثبت انه قاعم ؟ » 

ولذا يستحسن ان يتغاضى المدرش عن هذا السؤال اذا ل يكن لدى الطلية 
خبرة كافىة في الهندسة الفراغىة . حتى ولو کان لدم هذه الخبرة فبنبغي ان 
بحذر المدرس ان تصير الاجابة عن سوال فرعي عارض هي المشكلة الرئيسية 
عند ا.كثر الطلاب . 1 


۳ - صراجمة الحل ٠‏ حتى امہر الطلاب عندما بحصاون على الحل 
ویکتبون خطواته واضحة يبلون‌الى اقفال الكراسات والتطلع الى شيء جديد› 
وبذا يفقدون ناحىة من أهم نواحي الحل واكثرها افادة . فم اذا راجعوا الحل 
بعد ان .يكتمل واعادوا.النظر ف النتيجة وتفحصوها وععنوا في الخطى الت ادت 
اى هته ال داد ماوعا ر كا وارد ادون مدر ة عل جل السائل ن 
والمدرس الناجح يعرف وي كد لطلابه ان ليس من مسألة عكن ان يقال ان قد 
فرغ منہا نائ » فبعد حلما يبقى دان شيء يكن ان يعمل » فبالدراسة الكافية 
وامعان النظر قد يعدل الحل او قد يتوصل الى فم اعمتق . 

والآن تفذ الطالب خطته و کتب حله وحقق خطواته > فلدنه ملء الحی فی 
ان یغتمر ان حله صحبح . ورغم ذلك فالخطا ماله واسع لا سما حسث بنطوي 
ا لحل على ححة ظوبلة مشعسة . ولذاقالتئيت امر مستحب لا سما اذا تمدت 
طريقة حدسبة سريعة تستطينم اختمار النتىجة او الحجة > فعندها ينيغي ألا 
فاضي عن .ذلك : تست مرن التثنت ن اللقة ؟ انط عون الشبت: من 
الححة ؟ 


ونحن کي نقتنع بو جود شُيء ما او بصفة معبنة فبه نطلب‌ان نراه وان‌نامسه. 
وکا نفضل الاحساس عن طرق حاستين ختلفتين كذلك نفضل الاقتناع عن 
طريق برهانين محتلفين : هل تستطىعون الحجصول على النتبجة بطريقة اخرى ? 
والححة القصيرة المدمة افضل لا شك من الحجة الطويلة المثقلة الاطراف : هل 
عكنك ان تراها بامحة + 


ۀ١‎ 


ومن اول واجبات المدرس واهمها ألا يتح لطلابه ان يعتقدوا بان المسائل 
الرياضبة منفصل بعضما عن بعض ولا رابطة بينما وبين اي شُيء آخر . 

ولدينا فرصة طسعبة لانظر فى ارتباطات المسألة بغبرها عند مراجعة حلما : 
رن رى ا ا اذا م بذلوا جہداً حقمقا وشعروا بان ما 
عملوه كان صوابا . فحىنئذ تبدو عند الرغبة في تامس ما عكن ان يستفدوه 
من جہدم هذا و کیف ییکن‌ان یکون عملہم صائبا فی مرات اخری. فلیشجمم 
المدرس على تخل حالات کن ان يستغلوا ہا طريقتم او نتيجتهم : أعكنكم 
استخدام النتيجة او الطريقة في حل مسائل اخرى ? 

٤‏ -مشال : فی القسم ۴ توصل الطلاب الى هذه النتىحة : فى متوازي 
المستطىلات اذا كانت الاحرف الثلاثة التى تلتقى عند ر كن واحد اطوالما أ > 
ب ٤‏ ج » کان قطره يساوي : ا 

7 ا ا 

أعكن تحقىق هذه النتىجة ؟ ولا جوز لامدرس ان يتوقع جوابا مرضباً عن 
هذا السؤال من طلاب خبرمم ضئبلة . ولكن ينبغي ان يدرك الطلاب من وقت 
مبكر ان المسائل الى تنطوي على رموز تاز عن المسائل العددية الخالصة في ان 
نتىجة المسألة اة ت ا ارات عة ١‏ سيدا ال تة العددية . 
ومثالنا > على بساطته > يكفى لتدمان ذلك . فالمدرس بد حول النتىجة اسئلة 
عدياة معان ما حت عا الطلاب وت مار لا قراب قد عن 
ES‏ 

د هل استعملتم كل المعطيات ؟ هل تظمر المعطبات أ ٩»‏ ب > ج » كلها في 
القانون الدي حصلتم عليه للقطر ؟ » 

« الطول والعرض والارتفاع تلعب دوراً واحدآ في هذه المسالة »> فالمسألة 
ادن متاثلة من حث الطول والعرض والارتفاع . فل العبارة الجبرية التي حصلنا 


o 


علما للةطر مقاثلة من حبث أ ٤‏ ب > ج ؟ هل تبقى بلا تغير اذا استىدلنا أ > 
پ ٤‏ ج ٤‏ بعضما ببعض ؟ » 

« مسألتنا مسألة في الهندسة الفراغة : ابجاد قطر متوازي المستطملات 
الذي ابعاده أ ب ٤‏ ج . وهي تقابل مسألة في المندسة ارت هي اغا فن 
E‏ ا ا ا 
E E‏ 

« اذا تناقص الارتفاع < حت تلاثی نائ بصير متوازي المستطملات 
مستطبلا» فاذا جعلتم ج = صفرآً في القانون فمل ينتج القانون لقطر المستطبل ؟» 

« اذا تزايد الارتفاع ج تزايد القطر فل قانونك دؤيد ذلك ؟ » 

« اذا تزايدت الابعاد أ > ب > ح على نسبة واحدة بتزايد القطر على النسبة 
ذاتها . ففي قانونک اذا وضعتم ۱۲ أ > ۱۲ ب ٩٤ > ۱۲ ٩‏ بدل أ > ب ٤‏ ج »> على 
التوالي فطول القطر بازم ان بتضاعف ١٠١‏ مرة . فمل يؤيد القانون ذلك ؟ » 

« اذا قیست أ > ب ٠‏ ج بالاققدام كان القطر بالاقدام فاذا حولم جيم 
الاطوال الى بوصات لا خت القانون . فل هذا صحسح ؟ » 

( السؤالان الاخيران متكافثان في الجوهر؟ راجع مادة « الاختبار بالابعاد 
في القاموس ) . 

وتترك هذه الاسئلة عدة اثار طبة > اوها ان الطالب النيىه لا علك الا ان 
يعجب لمذا القانون الذي يصمد لكل هذه الاختبارات . فهو قد اقتنع من قبل 
بأن القانون صحبح لأنه بذل كل عناية في استنتاجه ؛ وهو الآن قد ازداد ثقة 
فبه > وازدياد ثقته أتى عن طريقى آخر : طريتى « الدلىل التجريي » . وبفضل 
هذه الاسئلة تتجلى لعناصر القانون قم جديدة وتترابط به حقائى كثيرة . فہو 
من اجل ذلك قد بزداد رسوخا في الذاكرة ومعرفة الطالب تزداد تكاتفا . 
واخيرآً ان هذه الاسئلة يسمل استعا ها في مسائل ماثلة > وبدراسة هذه المسائل 
اماثلة قد يدرك الطالب النسه الافكار العامة الاساسة : استعال كل المعطات > 


و 


ؤٿشسيرها والتاثل والشاس . واذا هو جعل من عادثه أن ينشه الى مل هذه 
الامور فمقدرته على حل المسائل تزداد بالتاً كىد . 

هل كنك ان تحقتق طريقتك ؟ ان تحقتق الطريقة خطوة خطوة قد يازم في 
المسائل الصعبة والمامة . وفما عدا ذلك بكةي مراجعة الخطوات الدققة . 
اا هف ی ا ردا ا ن ادى اه تل 
اكول ان الل + أف أن تمن غل ان الك الى املاع ن ٠‏ ت 
حقائم ؟ ( انظر نهاية القسم ١١‏ ) . 

هل يمكنك ان تستفند من هذه النتىجة او الطريقة فى حل مسألة اخرى ؟ 
مع شيء من التشجيم > وبعد مثال او مثالين » يصبح من السل على الطالب ان 
جد تطبسقات تنطوي في جوهرها على تفسير ماموس للعناصر الرياضية الجردة في 
المسالة . ومثل هذا التفسير امموس لما النه المدرس نفسه عندما حول. المسألة 
من متوازي المستطىلات الى حجرة الدرس . ان الطالب الذي بقترح .كاحدى 
التطسقات امجاد قطر قاعة الطعام بدل حجرة الدرس طالب عحدود الذكاء . 
فاذا م يبتكر الطلاب مسائل اكش لاعبة فقد برى المدرس ان يثير هو مسألة 
جديدة مثل : « اوجد البعد بين مر كز متوازي المستطبلات وأحد اركانه اذا 
اعظت رل وع 2ة و ارقاع.: ا ا 

وهنا يستطيم الطلاب ان يستخدموا نتيجة المسألة السابقة اذا م لاحظوا 
ان السعد المطلوب هو نصف القطر الذي اوجدوه > او هم يستطعورن ان 
بستخدموا طريقتما بىحث مثلثات قانمة مناسبة ( والاختار الثاني اقل خطوراً 
على البال واقل رشاقة في مسألتنا الحاضرة ) . ٠‏ 

بعد هذا يستطيم المدرس ان يناقش اوضاع الاقطار الاربعة المتوازي. 
المستطبلات والاهرام الستة التي تکون قواعدها وجوه المتوازي ورؤوسما في 
مر کزه واحرفہما انصاف اقطاره . فاذ نشط ختال الطلاب .امندسي امڪن 
المدرس ان يعود الى سؤاله السابق : هل كتك ان تستفمدوا من النتمجة او 
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الطريقة في حل مسألة اخرى ? وهنا بكون الطلاب ا كثر توفيقا في احاد امثلة 
ماموسة جديدة كمذا : 

« براد اقامة علم ارتفاعه ۸ باردات قي منتصف سطح عمارة . فاد کار 
الطح مستطبل الشكل طوله ۲١‏ باردة وعرضه ٠١‏ وجعلنا قطب العلل مسو کا 
باربعة حبال تبداً من نقطة تحت رأسه بساردتین وینتہی کل منہا عند ركن من 
ا ركان السطح > فما طول كل من هذه الحسال ? » 

وهنا يستطبم الطلاب ان يستخدموا طريقة السألة التي سبق حلا 
فستخذوا ملين قامين احدها في مستوى رأسي والآخر في مستوى افقي أو م 
بستطىعون ان يستخدموا نتىجة المسألة بتخىل متوازي مستطلات قطرهہ س 
Sea O‏ وبالتعويض المباشر ف 
القانون ینتج أن س = و٤١‏ . 

ولمزيد من الاسئلة انظر المادة : هل > یکنك ان تتا النتىحة ? 


القاموس . 
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٥‏ - تنو غ المجابمة + لنتوقف مرة اخرى عند الخال الذي ناقشناه 
الاقسام ۸ ٠ ١۱۲ ٩۱۰‏ وقد جاء العمل الرئسي “› o‏ 
ور ا ر E‏ و 
من نفس النقطة كا في القسم ٠١‏ وسائ الاسئلة التالة : 

« اتعرفون مسألة ذات صلة ذه ? » 

« اتعوفون مسألة ماثلة ? » 

« لاحظوا ان مسألتنا من الهندسة الحسمة . أفىمكن ان تتخلوا مألة 
أبسط وعلى قاسا من مسائل المندسة المستوية ? » 

« مسألتنا تتملق بشكل في الفراغ “ بقطر متوازي المستطبلات . فأي 
ال فالا غم كل ى الط العري 2 بام ان حل الال ب 
قطر ماذا ? ) 


فطر مستطىل » . 

فما هم الطلبة مي كانوا يعانون من بطء التفكير وقلة الاهتام قد استطاعوا 
ان یضفوا شیا ولو قلسل الى الفکرۃ . ثم اذا م کانوا حقاً ہذا البطء فلا 
ينبغي ان يشرعوا مسألة متوازي المستطىلات قبل بحث المسألة السملة المقابلة > 
مسألة المستطبل على سبيل التمهيد هم . وعندها قد تجري الأسئلة على مشل 
هذا الشكل : 

« هذه مسألة ذات صلة عسأالتك وقد حلت من قبل > ل کک ان 
تستەملوھا ? » 

» ينغي ادخال عنصر مساعد کي بصبح استعا ها مک ؟ » 

واخيراً قد بوفتق المدرس الى استدراج الطلاب للفكرة المطلوبة وهي 
رؤيتهم ان قطر متوازي المستطىلات هو قطر لتوازي اضلاع مناسب بجحب 
اظہاره في الشكل ( مقطم متوازي المستطبلات بالمستوى الذي ير محرفين 
متقاباين فيه ) . والفكرة هي في جوهرها نفس ما رأينا في القسم ٠١‏ ولڪن 
نوع الحاية جديد . ففي القسم ٠١‏ استثرنا معرفة الطلاب السابقة ممتدثين 
با حول فجئنا مألة سى حلما اخترناها لان الجمول فما ذات الجهول فى المسألة 
الحاضرة . اما هنا فقد جملنا القناس سسلا للوصول الى فكرة الحل . 

١‏ - طريةة المدرس في مداولة الاسئلة : ان الطريقة التي رأيناها في 
الاقسام °۸ +1 ° °1۲ 10°14 هي ي جوهرها کا بلي : ادا سوال او 
توجبه عام من الثبت ٠‏ ثم اذا لزم الأمر اتحدر منه الى اسئلة او توجبهات مخصصة 
وماموسة ٤‏ حتى تصل الى ما جد رجعآنفي ذهن الطالب . واذا لزم ان تساعد 
الطالب على استغلال فکرته > ابد اذا امکن‌مرة اخری من سؤال او توجه 
عام في الشت وتدرج منه الى واحد اكثر تخصصا اذا ازم الامر . وهكذا 
وا 

وغني عن البيان ان شبتنا هو اول ثبت من نوعه » وهو يبدو کاف] في معظم 
الحالات البسبطة » ولکنه بالا كد غير كامل . بيد ان من اہم على كل حالان. 


„٦ 


تكون التوجيمات التي منما نبداً بسبطة طبيعية عامة وان يُكون الثبت الذي 
يضما قصيراً . 
فهي بحب ان تكون بسطة وطسعبة حتى لا تكون مقحمة اقحاما . 
وهي بحب ان تكون عامة حتى لا بنحصر تطبمقما في المسألة الحاضرة بل 
يعم كل المسائل التي من نوعما اذا اريد منها تنمية ملكة الطالب لا تعليمه ندا 


E 
وینىغی ان بكون الثدت قصبراً كى يسمل تكرار الاسئلة بلا تكلف وف‎ 
اوی وا ا اا و او و ی کا ا‎ 

دهسه. . 

وينبغي الانحدار تدرحا الى التوجبہات الحدودة كي ينام الطالب في الحل 
ال افص حك 

رهد اة يى الوال مرن فة : وها آم م ع ا و فل 
هذه الامور لا شك ان الطريقة الجامدة الا لىة الرتببة شيء ا قتا 
فما مرونة وقابلىة لاتكسىف وهي تفسح المجال لتنوع في مجابمة المسائل ( القسم 
٥‏ ) وهي كن › بل ازم ان تجري بحبث تكون الاسئلة التي يثيرها المدرس 
عا قد يكون سنح لاطالب اختبارها بنقسه . 

واذا اراد القارىء ان بحرب هذهالطربيقة فيقصله فعلىه أن يسير حذر :عله 
ان بدرس بدقة تامة المثال المين في القسم ۸ “ والامثلة التي تتلو ف الاقسام ۱۸ 
۲١ ٠ ۹‏ شم وعد“ بعناية الامثلة التي بريد مناقشتما وياأخذ بعين الاعتبار شى 
طرق الحابة . وهو محتاج بادىء الامر الى تجارب قليلة ينظر معا كف يتدرج 
في استخدام الطريقة و كف يستقبلما طلابه وج تستغرق من الزمن . 

۷ الاسئلة الجيدة والاسئلة الرديئة + فاذا فممت الطرىقة التى بيناما 
ا ا ا و ی قار عل ماک ما ی 


aY 


من الاستلة صد هاعد الطلاب . 

فلنراجع موقفنا کا بدا في اول القسم ٠١‏ حبث القي السؤال : هل تعرف 
مسألة ذات صلة ا ؟ 

قد يستعىض مدرس عن هذا السؤال بسؤال آخر بلقىه مخلصا فی قصده : 
« ابمكنك ان تطبى نظرية فىثاغورس ؟ » 

وقد بكون مقصد المدرس خير المقاصد ولكن السؤال من اسواً الامثلة . 
واذا نحن راجعنا المناسبة الى اعطي فسا تين لنا سلسلة طوبلة من الاعتراضات 
عله غل ل ا 

)١(‏ اذا كان الطالب قد قارب الحل فقد يستطبع ان يفہم معنى الاقتراح 
الذي يتضمنه السؤال > اما قبل ان يقارب الحل نمن المرجح انه لن يدرك مرمى 
السؤال »> وهكذا يفشل المدرس فى مساعدة الطالب حيث بكورن الطالب ف 
أم ا اة ال المتاعدة: 

(۳) اذا فم الاقتراح انكشف السر كله ولم يبى للطالب ما يعمله . 

(۴) الاقتراح ضقحدود واذا استطاع به الطالب ان محل المسألة الحاضرة 
قو لن فد شيئا فى حل مسائل اخرى فالسؤال اذن لا فائدة تعلىمة له . 

)٤(‏ حت لو فم الطالب الاقتراح فمو يندر ان برى كيف توصل المدرس 
البه . فكىف يستطبع > هو الطالب » ان ببتكر اقتراحا مثله بنفسه ? انه 
يأتبه مفاجئًا كسحر ساحر رفم القبعة فيطل من تحتما الارنب . انه حقا سؤال 
لا فائدة تعلىمىة له . 

وما من واحد من هذه الاعتراضات يمكن اقامته ضد النهج الذي سقناه في 


القسم ٠١‏ أو القسم ٠١‏ 


أمثلة أخرى 
٨۸‏ - مسألة في الانشاء ٠‏ انشىء مربعاً داخل مثلث معاوم بحبث يقع 


0۸ 


ر كنان من اركأنه على قاعدة المثلث ويقع كل من الر كنبن الآخربن على ضلمع من 
« ما امجحېول ؟ » 


« المربع » . 
« ما المعطمات ؟ » 


« مثلٹ ولا شىء غيره » . 
و 
« اركان المريم الأربعة على ححبط المخلث : اثنان على القاعدة > وعلى كل من 
الضلعين الآآخربن ركن » . 
« هل عكن ان بتحقق الشرط ؟ » 
« اظن ذلك . ولكني غير متا كد » . 
« يبدو انك تجد المسألة صعبة . فاذا كنت لا تستطيم حلما فجرب ان حل 
مسألة ذات صلة ا » . 
« هل مكن ان بتحقق بعض الشرط ؟ » 
« ماذا تعنى بنعض الشرط ؟ » 
« الشرط يشمل ارکان المربع . فکم ر کنا له ؟» 
و أربعة » . 
د فيعض الشرط اذن متعلق باقل من اريعة اركان . خذ حزءآ من الشرط 
فقط > واهمل الاق > اي جزء من 
الشرط دسہل ان بتحقق ؟ » 
د یسہل رمم مربع ر کنان فیهعلی 
ا حط > لا بل ثلاثة !» 
« ارسم شکلا) . 
برسم الطالب الشکل ( ۲ ). کل ۲ 


۹ 


المجمول ؟ ٠‏ 
« لا يتعين المربع اذا كان ثلاثة من اركانه فقط على حط الثلث » . 
« حستا » بين ذلك بشکل » 
« قلت ان المربع لا متعين بالجزء 

الذي اخذته من ‌الشرط ؛فكىفتتغير?» 


« ثلاثة من اركان المربع على حط مکل ۳ 
الثلث والر كن الرابع ليس على الحبط “ حيث بيجب ان يكون . والمربع ا 
قلت ل یتعین فهو متغير . وركنه الرايع ايضا متغبر : فكىف يتغير ؟ » 


ارکانها على حط الثلث . اجعل بعضما صغيراً وبعضها كيرا . ما الحلاهندسي 
للر كن الرابع ؟ كف يتغير ؟ » 

لقد جعل المدرس تامىذه يشارف فكرة الجل . فاذا هو استطاع ان یقدر 
ان امحل المندسي للر كن الراإبم خط مستقم فقد ادرك الفكرة . 

۹4 - مسألة لابرهنة ۽ زاويتان في مستودين غ فين واضلاعپا المتناظرة 
متوازية ومتحدة في الات اه . رهن على ان الزاويتين متساويتان . 
O‏ التى' تمد 
الى هذه النظرية في كتاب ب اقلىدس ( هي النظرية ٠‏ 1 ف کات ب اقلدس 
TT‏ مقندس دناڪ ر ذلك غا ت 


٠ 


ag TASE rela SESE ES 
التناظر مشروح في المادة : مسائل الامحاد ومسائل الاثىات ه و ف ‌القاموس).‎ 

« ما الممروض ؟ » 

« زاویتان في مستویین حتلفین وکل ضلم في احداه) بوازي نظبرهيف‌الاخری 
ویشار که في الاتحاه » . 

« ما المطلوب ؟ » 


ج ٤‏ 
« ان الزاوىتن متساوبتان » . ٣‏ 
p»‏ ار سم شکلا وصسم الرموز 
ت 
5 


المناسىة » . 


برسم الطالب الشکل )¢( وتضح ۴ 
تساغدة الرس الار ف اة € .> 

واو اد ةن فضلك 
مستعملا رموزك » . م 

٤١ «‏ ب ۰ ج٠‏ ليست في مستوی أ ٤‏ ب >+ أب| أب اجا اج“ 
و ذلك اچاق فن ا اواب 6ا فقن اغا اد 

« ما المطلوب ؟ » 

« زاوية ب أ ج = زاوية ب أ . 

« انظر الى المطاوب وحاول ان تتذ كر نظرية تعرفما فما نفس المطاوب او 
Eb‏ 

« ادا تطابى مثلثان كانت الزوايا المتناظرة متساوية » . 

« حستا جداً . هذه نظرية ذات صلة بنظريتنا > وقد برهنا علا من قبل “ 
فہل عکن استخدامما ؟ » 

« رما » ولكني لا اعرف يمد كيف افعل ذلك » . 
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« انشغ علىك ان تدخل عنصر ا مساعدا لتحعل استخدامہا مک ؟ » 


« لابأس . النظرية التق ذ كرجا تتعلتى لشن متطابقين > فل في الشكل الذي 
عندك ای مثلثات؟ » 
أب ج ». 

« حسن جداً . ولکن عاذا يفیدتا 


هذان الخلثان ? » 


ع 3 سے ۴ے 
| < = زاوبة ب |< ». ب 
: کے 
« حسن . ولاثىات ذلك کف حب ٣‏ 
ان بكون المخلثان ؟ » 8 ٣‏ 
« متطابقن . ولذانأخذ ب ٤‏ د»› 


ب٤‏ ج » محبث کون أ ب = أب » ګل ہ 
ا < = ا سے ¢ ۰ 

« حسن جدآً . والآن ماذا ترید ان نشت ؟» 

ان ن طا اة اة | ى دك اكلا ع فاا دنك 
ينتج المطلوب وهو ان الزاوية ب أ ج = الزاوية به أ ج » . 

« لطيف . ادن امامنا الآن هدف جديد . نريد ان نيرهن على شيء جديد. 
ارا اوت عاو ان تة كر ل ر فا هة الطلرت ارا 


ھ 


يسه . » 

« يتطابق المثلثان اذا ... اذا كانت الاضلاع الثلائة في احده) تساوي 
الاضلاع الثلاثة في الآخر كل لنظبره » . 
« حسن . کان عكن ان تختار ما هو أسواً من ذلك . والآن. هذه نظربة 


1۲ 


ترتہط مسالتنا وقد برهنا علمما من قبل ›“ فېل عکنك استخدامما ؟ » 

« یکن ان استخدمہا لو عرقت ان ب ج = با ج . 

« هذا صحبح . اذن فا هدفك الآن ؟ » 

« آن اثىت ان ب > = ب ج ). 

E CR 

« نعم . اعرف نظرية تنتمي بالقول : « فالخطان متساوبان » ولکنا لا 
تفىدتا هنا » . 

« هل بازمك عنصر مساعد ععل استخدامہا مکنا ؟ » 


الشکل ؟« 


« هل استعملت المقروض ؟ ما المفروض ؟ » 

« فرضنا ان أب || أ ب » وان أج || اج . نعم » طبعا > بحب ان 
استعمل هذه المعلومات » . 

« هل هذا کل المفروص ؟ تقول أ ب || أ به فل هذا كل ما تعرفه 
عنما ؟ » 

« کا 
٤ ٤‏ 
ای ا 

« مستقمان متساویان ومتوازیان . شکل حل . هل رأیته من قىل ؟ » 

« طبعا . انه متوازي الاضلاع . لنصل أً 
« فکرۃ لا باس ہا . ې متوازي اضلاع عندك ؟ » 
« اثنان > ثلاثة > لا بل اثنان . اعني ان لدينا انين عكن ان نثبت في الجال 


ص 


SE.‏ بالعىىل ۰ فا متساوبان ومتوازان وكذلك 
. 


سے 


۶ و 
| ۶ ب ب ٤‏ <= ». 


1 


اا متوازا الاضلاع وثالث يبدو انه كذلك . اظن اني استطبع ان اثیت 
دلك › ثم ينتج المطلوب ! » 

2 قد استنتج من قبل اننا امام طالب ذكي »> ولكن الجواب 
الأاخير لا يدع جاك للشك في امره . انه طالب يستطبع ان يقدر الجقائق 
الرياضة وعيز تمميزآً واضحا بين البرهان والتقدبر . وهو برى اوضا ان تقدراته 
قد تكون معقولة ۰ و لا شك طالب قد افاد شا من دروس الریاضات 
وحصل على خبرة حقىقة فى حل المسائل فهو دستطيم ان يدرك الفكرة الجدة 
وت اا ب 

A N EOE N a‏ و 
والوعاء على شکل مخروط دائري قاع قاعدته افقىة ورأسه الى اسفل ..فاذا 
كان نصف قطر القاعدة او ارتفاع الخروط ب فما سرعة ارتفاع الماء في المخروط 
عندما يكون عمقه ص ؟ وما القىمة الرتقمىة لامجول عندما يكون ا = > أقدام 
و ب = ۳ اقدام و س = ۲ قدم |٣‏ الدقبقة و ص = قدم واحد . 

نفترض ان الطلاب يعرفون ابسط مادىء التفاضل وفكرة سرعة التغير . 

« ما الممطىات ؟ » 

« نصف قطر قاعدة المخروط أ ح ۽ اقدام وارتفاعه ب = ٣‏ اقدام وسرعة 
الماء الذي ينسكب فيه س =+ قدم |٣‏ الدققة وعمقه في لحظة ما ص = قدم 
وأحد » . 

« صحيح . ولكن نص السؤال بقترح التغاضي في المدء عن القم المبة 
ونعمل بالرموز فنعير عن الجهول بدلالة أ ٤‏ ب »> س > ص . ثم بعد ذلك »> اي 


بعد ان نحصل على تسر جڊري 
لامحمول > نعوض القم الرتقة . ay,‏ 
فلنعملل هذا الاقتراح و e e‏ 


ما المجول » . 


وا 
( سر عة ارنفاع اء عندما ص 074 
کل 1 


کون عمقه ص » . 


14 


« ما معنى ذلك ؟ هل عكن التعبر عنه بشكل آخر ؟ » 

« السرعة التى ا بتزايد عمتى الماء » . 

ا فی هدا هل کن اللار ع كل ار دند 

« سرعة تغبر العمق » . 

« هذا صحبح . سرعة تغير ص . وما هي سرعة التغفير ؟ ارجم الى 
التعرىف » . 

« التفاضل هو سرعة تغبر الدالة » . 

« صح . والآن هل ص دالة ؟ قلنا ان علبنا ان نتغاضى عن قيمة ص الرقمية. 
فہل ترون ان ص متغيرة ؟ » 

« نعم ان عمق الاء ص بتزايد مع الزمن » 

« اذن ص دالة لي متغيرة ؟ » . 

« للزمن ن ؟ » 

« جبد : لنضع الرموز المناسبة . كف ترمز الى سرعة تغبر ص بالرموز 
الرياضة ؟ » 


د ص 


¢ } 


د ن 

« جد . فہذا هو اجهول والمطلوب ان تعر عنه بالرموز أ > ب ٤س “٤‏ ص. 
وة ا اة اد هة الور رة فا هر 

« س هي سرعة انسكاب الماء في الاناء » . 

وا کی اوک کر اکر 

« س هي سرعة تزايد حجم الماء في الاناء » . 

« وما هذا ؟ أعكن التعبير عنه بصورة اخرى جديدة ؟ كف نكتسه 
بالرموز المناسىة ؟ » 


د 
ا 
د ن 


« 


8 (o) 


« وما هي ج ؟ » 
e‏ 


بدلالة أ » ب anê CT‏ 
د ن 


TE 


:تال تلع سل هند لاق انچر سل ساق رط ا . ان لم تتبن 


E a a 
. » سبىلنا الى المطلوب‎ 

Cessso » 

« أل لست هناك صلات اخرى ؟ مثلاً : هل ج و ص مستقل کل منہما 
عن الآخر ؟ » 


« کلا ٤‏ اذا زاد ص بزید ج ابضا » . 
Ty‏ 
« ج حجم مخروط ارتفاعه ص . ولکن لا نعرف بعد نصف قطر قاعدته». 
« ولکن مکن ان نعتاره على کل حال . لنعطه اسما . سمه س » . 
ط س" ص 
۰ ‌ 


,.) سرس س‎ p7 
۳ 


« صح . والآن ماذا تقول عن س ؟ هل هي مستقلة عن ص ؟ » 

و کلا . اذا زاد العمتق ص بزيد نصف القطر س » . 

« اذن فننې)ا صل . قا هی ؟ » 

e SE EOE) 

« رابطة جديدة ک) ترون . لن اتردد في a‏ نپا . ثذ كر انك کنت 
تريد الرابطة بين ج و ص » . 
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Tor C&C 
وجنه دا فاه اة فة ال كدلك ؟ ولك عب الا شن‎ 


د ص 


د نل 


( 


» 


د صن ا ۰ . . 
و ورموز اخری . وامامنا 
د ل د 


« اذن فعلسنا ان نحد العلاقة بين 


الآن علاقة بين ص > ج ورموز اخرى فا العمل ؟ » 
ط أ٠‏ ص" 
نفا N Eg‏ 
« تفاضل طعا : کڪ - Os‏ هي 


د لن ب 
« جيل ومادا عن القم الرقمىة ؟ » 


د - : 
د ن 


طط × ١ × ۱٦‏ د ص 
a‏ 
۹ دن 


1Y 


ی 


کک اوره 


ارف عل الماد 

شن ا آندا ج إا من نض الال 

ماذا امل ؟ تخبل المسألة بأوضح وأجلى ما تستطيع . خذها كمجموعة عامة 
ولا هتم الآن بالتفاصىل . 

وماذا يفيدني ذلك ? بجحب ان تفهم المسألة وتألفما وينطبع مرماها في 
ذهنك . ثم انت اد تنعم النظر فما قد تنشط ذهنك وتهسئه لاستعادة ما تعلق 
ہا من حقائق . 


“س ص ال ر ا 
من أبن ایداً ؟ إیداً ايضاً من نص السألة : إدداً عندما يضح هذا النص 
لديك وينطبع في ذهنك بحبث لا عکن ان تنساه ولو انشغلت عنه الى حين ٠‏ 
ماذا أعمل ؟ افصل الاجزاء الرئيسة فى المسألة بعضها عن بعض . ففى 
ا د E‏ “> وی 
مسائل‌الاحاد » کون ا حول والمعطات والشرط هي الاجزاء الرندسبة. راجع 
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الاجزاء الرئيسة في المسأله واحداً واحداً »> خذها فرادى ٤‏ وځذها ف مموعات 
متباينة »“ واربط تفاصلما بعضها ببعض واربط كلا منما بالمسألة . 


اکن عن فر اف 

من ابن ابداً ؟ ابداً بالنظر فى اجزاء المسألة الرئيسة . ابدأً حبها قكون قد 
رتبت هذه الاجزاء بوضوح واستوعبتہا في دهنك بوضوح بفضل ما سق ان 
صنعت وصارت ذا كرتك مہاة للاستجابة . 

ا أعل ؟ قاب المسالة من وسحوه عدة ¢ وفتٽش عن ارتہاطات بنہا 
وبين معلوماتك السابقة . 

قب المسألة من وحوه عدة : لط الاضواء على احزاما المتمابنة . تفص 
تفا صلا الختلفة . 

تفص هذه التفاصل كرة بعد كرة من نواحي شتی . ماق موعات 
شتی . ھا جمہا من اتحاهات شتی . حاول ان تفتش عن معنی جدید ف کل واحد 
من التفاصل وتفسير جديد هذه التفاصل كمجموعة . فتش عن ارتىاطات بين 
المسألة وبين معلوماتك السابقة : حاول ان تتذ كر ما الذي ساعدك فى مثل هذا 
الموقف في الماضى . حاول ان تتعرف على شيء مألوف عندك فبا تتفحصه > 
وحاول ان تحد شيثا يفبدك فيا تتعرف عليه . 

ماذا مكن أن ادرك ؟ فكرة تافعة > بل رما فكرة حاسمة تريك بنظرة 
خاطفة الطرىق الى النهاية . 

كنف تكو ن الفكرة نافعة ۳ آنا تربك الطريق او بعضة . اا روعي الىك 
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وشو کر او فلسال کت اتر وال کرات قفارت ل فا ولکن 
ان انت عثرت على فکرة ابا كانت فانت على كل حال سعد الحظ . 

ماذا اعمل بالفكرة الناقصة ؟ تنظر فما فان رأيتما مضمونة الفائدةوجب‌ان 
تسير الى حبث تقودك. وهناك راجم موقفك مرة اخرى فانت الآن بفضل هذه 
الفكرة فى موقف حديد . انظر فى هذا الموقف الجديد من حہات مختلفة وفتش 
عن ارتناطات عار فك السابقة ٠.‏ 

وماذا يفىدني تكرار النظر والتفتيش ؟ قد بقودك الحظ الى فكرة جديدة . 
وقد تقودك الفكرة الحديدة الى الجل او قد تحتاج الى بضع فکرات‌اخرى. وقد 
تشط بك فكرة فبدتعد بك عن قصدك ومع ذلك ينبغي ان تسعد بالفكرات 
الجديدة » حت الطفيفة منها » حتى الشاحبة > حتى الاضافية التي تضفي نورا على 
الشاحبة او ترفع من شأن الطفىفة . بل حتى اذا انت ل تعثر الى حين على فكرة 
جديدة ذات قمة فلقسعد اذا كان ادرا كك لامسألة قد زاد اكلا او زاد تماسكا 
او زاد تجانسا] او توازتا . 


تفز الہ 

هن ابن ابداً ؟ ابداً من الفكرة السعبدة التى قادتك الى الحل . ابداً حننا 
تشعر انك اوثقت القبض على الرابطة الرئيسة وتثى انك تستطنع ان تستحلب 
التفاصبل الثانوية التي قد تازم . 

ماذا اعمل؟ زد قضتكوئوقا واعمل بالتفصل كل العملىات‌الجبرية والمندسة 
التي سبتى ان رأيتها مكنة . واقنع نفسك بصحة كل خطوة بالتفكير الشكلي 
او بالداهة او بكلى) اذا استطعت . واذا كانت مسألتك معقدة فىمكنك ان 
تحقتى الخطوات الكبرة اول م تناول الصغيرة بعد ذلك . 

وماذا يقدني ذلك ؟ اعظاء حل كل خطوة فيه صحيحة بالتاً كند . 


o 


الاه 

ماذا امل ؟ انظر في الحل من شتى الوجوه وحاول ان تعثر على روابط مع 
معلوماتك السابقة . 

انظر في تفاصل الحل وحاول ان حعلہا مدسطة بقدر ما تس 2 . مر على 
شطواته وتحاول ان غلبا أقضر .حاو ل .ان تنفد :أل عمل :الل نة خاطفة . 
حاول ان تعدل خطواته الكيرة او الصغيرة . حاول ان تحسن الحل كله »> وان 
تحعله بدا وان تحعله تست مم معلوماتك السابقة اتساقا طبعباً بقدر الامكان. 
تفحص الطربقة التى قادتك النه . حاول ان ترى معالمما وان تفید منہا فى مسائل 
اخرى . تفحص النتىحة وحاول ان تضد منہا ی مسائل اخرى . 

ماذا یفىدني ذلك ؟ قد تحد حلا جدیداً احسن › او قد تعثر على حقائى 
حديدة شائقة . 
الشكل » فستكسب معرفة منظمة تنظىماً جىداً مہا ت متناول تاك 
وستذمي ملكتك في حل المسائل . 
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تامو سمو زي الھورستیک 


الاحاجي + ذد كرنا في القع ۳ ان اسل الثبت وتوجماته لا تنحصر في 
موضوع معین بل کن تطبیقہا على کل مسألة مہا كان نوعما . ومن المتعم ان 
تجرب تطبىقما فى حل بعض الالغاز . خذ مثلا الكامات : 

« اتاني لأسامر بتي 0 

والمطلوب ان نرتب احرف هذه الكامات عحث علا لفظة واحدة ذات 
معنى . فاثناء حل هذه الاحجىة قد نجد ان بعض اسئلة الثبت تساعد على الحل 
وقد توحي به . 

ما الحول ؟ كامة . 

ما المعطبات ؟ الكامات الثلاث : اتاني لأسامر بتي . 

ما الشرط ؟ الكامة المطلوبة تتكون من ٠١‏ حرفا هي حروف الكامات 
الثلاث . وهي كلمة عربمة وربا يوحي عدد حروفما بانها من الكامات الدخىلة . 

ارسم شكلا : قد يفيدنا ان تشر الى ٠٠‏ موضعا هي مواضع حروف الكلمة 


هل كنك ان تضع المسألة بلغتك ؟ المطلوب ان تنجد كلمة تتكورن من 
الحروف التالىة ج 


. اقد استىدلت کلات المۇلف ذه الکلیات کي تصرح لاح حرة ذات معنى باللءة العربىة‎ )١( 
) المحرجم‎ ( 
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ْغ 
|1 


آ أ ي ي ي ب ت ث رس ل مڭ . 

هذا وضح آخر لتص المسالة ( انظر المادة : المسائل المساعدة ١: ) ٦ ٤‏ اوهو 
قد يكون انسب فوضع احرف العلة والاحرف الصائتة تة كلا على حدة رعا كان 
انسب من ترتيب الجروف ابجديا او حسب وضمما في الكلمات الثلاث . 


اذا ل تستطم ان تحل المسألة المقترحة فجرب ان تحل مسألة ذات صلة ها . 
والمسألة ذات الصلة ما هي تكوين كات من بعض هذه الحروف . فقد نستطسم 
ان نکوٴن منہا كلمات قصيرة ثم كلمات اطول فاطول وكلما زادت حروف الكامة 
صارت اقرب الى المطلوب . 


هل عكنك ان تحل قسما من السألة ؟ ان الكامة طويلة بشكل ملحوظ . 
وهذا غير مألوف فى الكامات العربية وريا كان من اسباب طوهما مقاطم مضافة 
في اوها وآخرها . ما المقاطم المألوفة من هذا النوع ؟ 


خذ جزءآ من الشرط وامل الباقي . فكر مثلاً في كلمة طويلة فبما س و م . 
ولكن اسئلة الثبت وتوجساته لست سحرآ محل كل لغز بقدرة قادر فلا رد 
من مهود نمذله . وادا شاء القارىء ان حد هذه الكلمة فلىحرب مره عك 
مرة . اما الاسئلة والتوجمات فكل ما تعمله هو ان تساعد الذهن على التر كيز 
تبقمه فعالا . فنحن اذا فشلنا فى حل مسألة قد نميل الى اهماما ولكن الاسئلة 
والتوجات توحى لتا بتحربة حدیكه وقد تفتح لنا آفاقاً جديدة س ایا تحدد 
لدينا الدافع على الحل وتحضنا على مزيد من التفكير . 
وقي المادة : التفكىك والربط من جديد »> ۸ مثال آخر . 
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دشنا بأو مراٹ 

هذه عملىة معروفة سريعة فعالة في تحقتى القوانين الهندسبة والفيزبائة . 

١‏ - ولك نتذ كرها لنأخذ قطعة الحروط الدائري القائُم . فليكن 

نق نصف قطر القاعدة السفلية « 

نى نصف قطر القاعدة العلوية > 

ع ارتفاع القطعة > 

ح مساحة السطح ال جاني لاقطعة . 

فادا اعطىنا نق > نى »> ع امكن ابمحاد ح وهذا بودي الى القانون . 

E 

فلنختبر هذا القانون مدا الوحدات : 

فوحدات الكات اهندسىة ظاهرة لا التباس فا فان نق > نق ٤ع‏ > 
اطوال تقاس بالسنتيمترات ( اذا نحن استعملنا الوحدات العامة ) ووحداسم٠‏ 
وامساحة ح تقاس بالسنتيمترات المريعمة ووحدمما سم" . والكيةط ‏ 
۰ ۴ عدد جرد واذا شئنا ان نعطہا وحدة فنقول انم ]ا سے = ۱ . 

وکل حد من حدود حاصل المع جب ان یکورنت له دات الوحدات 
والاخيرة هي وحداتحاصل المع ايضا . فان تى »> نى > ( نق + نق ) ها 
وحدة واحدة هي سم ء والحد ان ( نق نق ٠")‏ ع" فما وحدة واحدة 
RE‏ 

ووحدة حاصل الضرب هى حاصل ضرب وحدات المضاريب وهناك مثل 
هذه الةاعدة خصوص القوى . فاذا استبدلنا الكسات بوحداجا ني طرفي القانون 
الذي نختره ينتج . 

مم =۱ × ىم × مم . 

نما دام الامر كذلك فالاختبار لم يكتشف خط فى القانون » والقانون إذن 
صد هذا الاختبار . 
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انظر امثلة اخرى في القسم ٠١‏ وألادة : هل عكن ان نحق النتيجة ؟ ٤‏ ۲. 

٣۲‏ - وعكن تطستى اختمار الوحدات على النقىجة النهائىة لامسألة کا عكن 
تطبيقما على النتائج المتوسطة و كذلك على نتاتجنا ونتائج غيرنا ( وهي تفيد في 
تتبع الاخطاء في اوراق الامتحانات ) وعلى القوانين التي تستعيدها ذاكرتنا 
والقوانين التى نقدرها تقدبراً . 

ا کت الاو و لمساحة الكرة وحجمہا ول 

۴ 

تستطم معز أحدهما من الآ خر فاختبار الوحدات زيل شكو كك بسرعة . 

فلنأخذ الرقاص « الدسبط » وهو جسم ثقبل صغير معلتق بسلك نعتبر طوله 
لا بتغير ووزنه شيا ضثبلاً مهملا . وليكن ل طول السلك و ج تسارع الجاذبية 
و ن فترة تذيذب الرقاص . 

ان الإعتبارات المىكانىكىة تقضي ان ن تعتمد قبمتها على ل و > وحده| 
ولك غا سكل اع ادها 

قد نتذ كر او نفترض ان القانون من النوع : 

ن = لك لم حد 

و چ > قوتان من‌قوی ل و ج . 

فلننظر الى الوحدات . ن زمن وهي تقاس بالثواني ووحد ما ث . ووحده 
ل هي سم ووحدة التسارع ج هي سى ث " ووحدة العدد الثابت لد هي ۱ . 
فالاختبار بالوحدات يودي الى النتىجة : 

ث = ۱ × مم × ( سم ث د ) د 


٣‏ د 


اي ث = سم ( ۴+ 2 ) × ث 
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ولكن يجب ان تكون قوى الوحدات الرئيسية سمو ث متساوية فيالطرفين. 


ادن م + د= ۰= د 

۱ ۱ 

ادن وک ج 
۲ ۲ 


فالاختبار بالوحدات اعطانا الكشر ف هذه الحالة ولکنه لا عكن ان يعطي 
كل شيء . فمو اول لا يعطمنا اي معلومات عن العدد الثابت ك ( وهو في الواقعم 
۲ ط ) . وهو ثانا لا محدد مدى صحة هذا القانون فمو يصح بشكل تقريي اذا 
کانت دبذبات الرقاص صغيرة ( وهو دقىق فی حاله الديذبات المتناهىة ف 
الصغر ) . ورغم هذا فان فكرة الوحدات أتاحت لنا بلا شك ان ند بسہمولة 
وبابسط الوسائل جزءأ جوهريا في قانون بحتاج تفصل الامر فبه الى معلومات 
عالىة . ومثل هذا نجده في حالات كثيرة. 

اختمر تقدبرك : قد بکون صائس) »> ولكن من الم ان تتخذ التقدر 
الإراق قضىة مسامة ا تفعل الشعوب الندائىة . اذ قد يكون تقدبرك خاطئًا . 
ولكن من الحقق ايضا ان تعرض كلىة عن التقدبر المحتمل كا يفعل المتحذلقورت 
احباتا . ان بعض التقدىرات تستحق ان تختبر وتؤخذ مأخذ الجد وهذه هي‌الى 
رای نا بد ان كرون فد درا دوا عا ر ا اا اي 
ی ا کو و ادر ف ری عادد کن ای واد ا 
قاما تحوي الحى كل. ولكن مة مجالللوصولالى الحتى كله باختبار هذه التقديرات 
ادارا ٠‏ 


وک من تقدر ثیت بطلانه ولکنه فاد اد ادی الى تقد بر احسن . 
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وليس من فكرة هي شر محض الا عند من لا لك نظرة محصة . والشر 
اهعض هو ألا تكون ثمة فكرة اطلاقا . 

= اقول الك فة ودي بطلا ريد من الاس ربد موطف فى 
أحد المكاتب كان يداعب نفسه امل بالجصول على زبادة ما في مرتبه . ولكن 
مصير أمله كمصير آمال كثبرة » كان الخبة والفشل . فقد زيدت رواتببعض 
من زملائه ولم بزد راتبه . ولم یستطع زید ان یأخذ الامر هدوء فقد قلق وزاد 
في القلى حتى ساوره الشك فيان المدير عرو هو المدؤول عن تحطى امله بالزيادة. 

ولسنانلوم زيدآً هذا الشك اذا ساوره فثمة دلائل تشر يدها الى المدير 
عمرو . ولكن الغلطة الكهرى ان زيدا بعد إن تسرب اله هذا الثك اض 
عبنه عن كل الدلائل التي تبرىء المدبر عمرو . ثم بلغ به القلق مبلغا جعله يعتقد 
اعتقاداً جازما ان مدره عدو شخصي له فصار یتصرف تصرفا احم جعله یکاد 
بنجح في ان بصبح المدبر عدوا حقىقا له . 

والمشكلة ان زيداً يصنع ما بصنعه اكثرنا فآراؤه الرئيسية لا تتغير ابداً. 
انه قد يغير آراء ثانوية “ فى أحوال ليست بالنادرة وبصورة مفاجئة . ولكنه 
SA RN‏ 
بشك ا > ولا بز نا > ولا ختبرها بنظر ة محصة › بل هو يضق ذرعا بالفحص 
الناقد اذا هو فم ما يعنبه الفحص الناقد . 

فلفم بن زی دآ على حت الى حد ما . فهو كثير الا مال وهو يتحمل 
مسئولبات في المكتب ومسئولبات في البدت »> ومن ثم لا بتسع وقته لوزن 
الامور وفحصما > وهو على احسن الفروض قد بجد متسه لراجعة بمعض 
من معتقداته ولكن لاذا يثير الشك حول هذا المعتقد او ذاك مادام لاجد 
الوقت للنظر فى شكه ؟ 

ولكن لا تفعل ما فعل زيد . لا تدع شكك او تقدبرك او ظنك يتضخم بلا 
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تحقىق حتى برسخ رسوخا لا عكن بعده استئصاله . وفي الامور النظرية والعاسة 
نجد أن الفكرة » مما حسنت > يؤذيا التسلم بغر تحرص ويغدےا 
الفحص الناقد . 

. مشال رياضي + اوجد اکبر شکل رباعي یکن رسمه بمحیط مع لوم‎ - ٣ 

ما المجہول ؟ شكل رباعي . 
ما المعطبات ؟ حط الشكل . 

ما الشرط ؟ الشكل الرباعي المطلوب بحب ان يكون اكير مساحة من اي 
رباع آخر له هذا المحىط . 

مسألة تختلف كثبرآً عن المسائل المألوفة في الهندسة الابتدائة فما علسنا 
لو بدأنا نقدر الامر تقدراً . ۰ 

اي رباعي حتمل ان بکون |کبر مساحة ؟ ما ابسط تقدبر ؟ رما نکون 
ا ان لار اکر شاع فن ای کل ارا طا وف اتی :ا 
بد بل هدو ا دو لا مرل د اى كل زاف افرت ال 
الداثرة ؟ اي شكل رباعي بقارا قاثلا ؟ 1 

ان المربع تقدبر مخطر في البال . فاذا اخذنا تقدرنا هذا مأخذ جد علينا ان 
نتوصل الى فهم معناه ثم ان تجد الجرأة لوضع المسألة بالشكل التالي : « من بين 
جميع الاشكال الرباعبة التي تتساوى عبطاما يكون المربح اكرها مساحة » . 
فاذا وطدنا العزم على تحقمق هذا النص يتغير الموقف . فقد كان امامنا في البدء 
« مسألة امحاد » وها نحن بعد ان وصلنا الى التقدير حولناها الى « مسألة 
برهان » . فعلىنا ان تارهن على صحة تقد رتا او بطلانه . 

وان كنا لا نعرف مسألة شدمة بمسألتنا هذه ما حللناه من قبل فقد تنجد 
الامر صعا . اذا ل تستطم ان تحلالمسألة المعطاة لك فجرب ان تحل اول مألة 
ذات صلة ها . هل كنك ان تحل جزءاً من المسألة ؟ وقد بخطر في بالنا ان 
المربع اذا كان له هذه الميزة بين الاشكال الرباعية فان له هذه الميزة ايضا بين 


۷۸ 


المستطملات » وبذا فان جزءاً من المسألة بكون قد ثيت اذا نحن استطعنا ان 
نبرهن : « ان المربع اكير المستطبلات التي تساويه حيطا » . 

وهذه نظرية تبدو اسل من السابقة وهي لا شك اضعف فلننظر فما 
ولتکن لدنا ا ف د ان 
لاوت اال اوی ا ا ۰ 


وضلم المربع الدي يساوي هذا الستطىل بامحىط هو 


اھ 
ساح ة 


آي 
اب ) . وھذہ چب ان قکون اکېر من مساحة المستطل 


۲ 
۲ اا‎ 
E a 0 


فېل هذا صحبح ؟ وهذا الشکل کن ان نحوله الى : 
EN E AN TE Nl‏ 
وهذا صحبح لانه يعني ان ا" - ۲ أ ب + ب > صفر > 
أي أن ( أ ب ) "کے صفر . 
وهذه متباينة صحمحة الا اذا كان أ = ب اي اذا كان المستطبل مربعا . 
ل نحل المسألة بعد > ولكننا واجہنا تقدبراتنا بصراحة وجرأة - وهذا 


وادن فان : 


”. 


نقدم . 
۳ - مشال غبر رياضي ١‏ ني مسألة في الكامات المتقاطعة نريد ان نجد كامة 
« دلبل رمضان ‏ س س - - ية ولسرة» . 


)٩( 


) امرجم‎ ( ٠. قد استبدلت كلمة المؤلف كي يصبح الال ذا معنى باللفة العربية‎ )١( 


۷۹ 


ما المجہول ؟ كامة . 


ما المعطات؟ نعرف عدد احرف الكامة فيو خمسة . 
اط ان الكامة تعني شرا له علاقة برمضان ولكنه غامض. 


فعلسنا ان نعبد النظر في هذا الشرط : دلبل رمضان .. »> ماهو؟ أهو 
ا 

تقوعه ؟ - ماهو ؟ 

مہا نکن فالظاهر ان الكامة تنتي بالحرف ه . وهذا تقدبر قد بکون 
صائنا وقد لا کون . 

هل عكن تحقق هذه النتىحة ؟ اذا قاطعت هذه الكامات كامة اخرى فى 

فاذا كدت ذلك الكامة الاخرى» او اذا إيقم دلىلعلى بطلان هذا التقدير > 
أمكن ان نتابع حلنا . فلنسأل مرة ثانبة : 

ما الشرط ؟ واد نعد النظر ف الشرط من جديد » قد يلفت انتباهنا 
العمارة : « نة وسرة » . فل معنى هذا ان الكامة تقراً من الىمين ومن 
السار ؟ هذا تقدر آخر قد یکون مکتا] . فلنمض معه على کل حال > فنحن 
مجري تجربة قد تصيب وقد تخطىء . 

فادا صح تقدبرنا كانت الكامة بالشكل : هھ - هه . 

وعدا ذلك فالحرف الثاني مجحب ان يكون كالرابع »> اما الثالث فيغلب على 
الامحدية . فان اخفق ففى التقدبرات السابقة خط بالتا كىد . 
اذا ا تستطع ان تحل المسألة المعملاة لك 

فلا تدع الفشل بسطر علىك »> بل حاول ان تجد السلوى بسألة اسمل تقدر 


N+ 


على حلما . حاول اولا ان تحل مسألة تتصل بسألتك »> فبدلك قد تستجمم من 
الشحاعة ما بدفعك الى معاودة الكرة على مسألتك . لا تنس ان ميزة الانسان 
هي في مقدرته على الدوران جول العقبة التي بمكنه تخطها ؛> اي ف ابتكاره 
سنال مضاغذة عتدما تمدو أن الغا الأصلة مي عل ال 

E E‏ هنا تجد انك تخترع 
المسألة » لا تستعىدها من ذاكرتك ) تفعل فى جوابك عن السؤال : هل تعرف 
مسألة تتصل بسألتك ؟ 


وجميم اسئلة الثبت التي يضما عنوان هذه المادة تستهدف غاية واحدة هي 
تغبير المسألة . فانظر المادة : تغسير المسألة . وهناك عدة وسائل لتحقتق هذا 


وربطہا من جدید . 
ارسم شک 
انظر مادة الاشکال . 


ادخال الرموز المناسبة 
انظر مادة الترقم 


الاستقراء والاست#راء الرياضي ٣‏ 

الاستقراء عملبة نستنتج با قوانين عامة بدراسة أمثلاة خاصة وربطما بعضهما 
بعض > واما الاستقراء الرباضي فيستعمل في حقل الرياضات فقط لاثسات 
EE‏ . ومن المؤسف ان التعبيرين متشابهان فليس ثة رابطة 
قوية منطقىة بين الاستقراء والاسبقراء الرياضي . ولكن هنالك رابطة عملسة 
بينهما فنحن نستعمل ني احبان كثيرة كلا العمليتين مما . ولنوضح العملبتين 
بذات المثال . 


۸ (٩ 


)١(‏ قد نلاحظ صدفة ان 
+A +‏ ¥= 
فاذا لاحظنا المكعبات والمربع فقد نضع هذا بالشكل التالي : 
eg + +°‏ 
فکىف بحدث ذلك ؟ وهل محدث کثراً ان موع مكعبات متوالسة 
يساوي مربعا ؟ 
ونحن بسؤالنا هذا كالعالم الطبيعي الذي يشير انتباهه نبتة غريبة او جسم 
جولو جي غريب فبوحي اله بسؤال عام . وسؤالنا العام هنا يتعلى بحاصل جمم 
الكعبات التوالىة . 
++“ +۳ +...+ن؟. 
وقد قادنا النه الحالة الخاصة التى رأيناها حسث ن = )4 . 
اا سل 2اه زا ا بس اداي : و 
خاصة . الحالتان ن = ۲ او ج اسل > والحالة ن = ه هي التالبة . فلنضف 
ات ا وض روت هة اغا وا راا € شل 
الجبولوجي في نماذج المعدن الذي يدرسه نحصل على الجدول التالي : 


E ۱ 
ج ا‎ ۸+۱ 
ا‎ YY +A+1 
a Ti+ TY +A +1 


\o=Fro=— o ++ YY +A +1 1 


ان من الصعب على الذهن ان یسل بان کل حواصل المح هذه من الكمبات 
المتوالبة تساوي مربعات بمجرد الصدفة . وبالل بحجد العام الطبيعي ان من 
الصعب ان يشك بان القانون العام الذي توحي به الحالات الخاصة الكثيرة ليس 


AY 


صحبحا . لقد كاد القانون العام يثبت لديه بالاستقراء . اما الرياضي فو اڪثر 
تحفظا في اسلوب تهمیره وان یکن کالطسعي في اسلوب تفکيره . فو هنا قول 
ان الاستقراء يشر بقوة الى النظرية : مموع اول ن من المكعبات المتوالبة مربم 
کال 

(۴) لقد ادى بنا الامر الى ترجبح قانون رائم ولكنه يبعث على الحيرة 
والتساؤل . فاماذا يكون مموع المكعبات المتوالىة هذا مربعا ؟ انه کا يبدو 
مربع على كل حال . 

وماذا يصنع العام الطبيعي في هذه الحالة ؟ يفحص مزيداً من الحالات ليرى 
صحة تخمبنه . ولديه في ذلك عدة طرق فقد مجمع مزيداً من الادلة التجريسة › 
ولو شئنا ان نصنع مثله لاختبرنا صحة الحالات التالبة ن= ٤١‏ ۷© ... وهو 
قد يعود لفحص المحالات التى ادت به الى تخمينه هذا فىقارن بينها بدقة وبحاول 
ادتقا سا اا اع او قات ارس فد الان عل رال ف 
هذه الناحىة . 

ولنعد الى فحص الالات ن = ٠٠4) ٤۳٠٣۲٠٠١‏ الق وضفناها في 
اشدول اساب لادا يكوت کل خاطل ع مرا ؟ و مادا عن هذه الزات ؟ 
اساساتها ۰٩٥ ٤۱۰ ٤٩ ٤ ۳ ° ١‏ مادا عن هذه الاساسات ؟ هل بینہا نظام 
اتمتى وقباس اوسع ؟ كمف تتزايد ؟ ان الفروق بين الاساسات التوالسة 
تتزايد ابضا : 

.o=\e— ots eFax YF — (Y= | — 


وهذا التوالي ٤‏ کا يبدو عيانا » منتظم . وهنا ىدو لنا قىاس مدهش رين 
اساسات هذه المربعات ونظام رائع يشمل الاعداد F<“ ١‏ ° 16 : 


= 1 
+= ۴۳ 


AT 


+++ = < 
{+++ 
o+t+F+¥+1)=160 

فاذا كان هذا النظام عاما ( وانه لمن الصعب ان نظنه غير ذلك ) فان 
النظرية التى خناها تتخذ شكلا ادى . 

فادا کان ù‏ = )۳۲ 

(ieee +T+Y+1)= ù + «oq 4 + ۴| فان‎ 

ت القائون الذي ازرد وه الا ةرا د والط رة الى ا رة ا 
Ua E N EE O E SE‏ 
فالاستقراء يبحث عن النظام والرو ابط التي قسك حالات البحث بعضهما ببعض . 
واهم وسائله التعمم والتخصص والقىاس . والتعمم م الاولي يدا بمحاولة لفهم 
الحالات التي نضعما قد الدرس وهو مبني على القاس ويتحقتق بانطباققه على 
مزيد من الحالات الخحاصة . 

وعند هذا اليد جم عن الافاضة في بحث الاستقراء فين الفلاسفة اختلاف 
کبیر في شأنه . ولکن مجدر بنا ان نذ كر ان كثيراً من النتائج الرياضبة قد 
| کتشفت بالاستقراء ثم اثیتت صحتہا فا بعد SEE‏ 
البقيني عل استنتاجي منظم ولكنما في مرحلة الخلى عل تجربي استقراني . 

۽ - ونحن في الرياضبات كشأننا في العلوم الفيزيائية نستعمل اللاحظة 
والاستقراء لاكتشاف القوانين العامة مع فرق واحد > ذلك ان العلوم الفيزيائمة 
لس الاما ما هو ارتي ن لاطا والا قرا اما الاضات ف 
البرهان الىقىني . 

فبعد الدراسة التجريبىة ننظر فى الامر من زاوية جديدة ونتطلب الدقة 
والحجة المنطقبة . لقد اكتشفنا نتىجة شانقة ولكن اسلوب التفكير الذي ادي 


۸4 


الا کان جرد اسلوب استصوابي جريي موٿ هورسڻيگي . فلنحاول ان ٺم 
نظریتنا نائبا على برهان يقبي . 

فنحن الآن امام « مسألة برهان » . نريد ان نبرهن صحة النظرية الق 
اوردتاها او بطلانیا ( انظر ۲ اعلاه ) وقبل ذلك قد نلحاً الى تبسط طفف › 
اد قد نعرف أن : ٠‏ ۰ 
( ت +)) 

وعلی کل فہذا امر یسہل اثباته : خذ مستطىلا ضلعاه ن و ن + ١‏ واقسمه 
الى نصفين خط متقطم ‏ في شكل ( ۷ أ ) حبث تظمر الحالة ن = » . فكل 
من النصفين يشبه السلي ومساحته ها التعبير التالي ١‏ + ۲ + ١٠ء‏ + ن . 

وعندما يكون ن = ) تكون المساحة ١‏ +۲+ ۳+ ( انظر شكل۷ب ). 
ولكن المساحة الكلسة 
لامستطىل هي ن (ن+١)‏ | 
ومساحة كل نصف نصفا › 
وهذا ثبت القانون . 

فالنقىجة التي وجدناها 
بالاستقراء عكن الآن ان م ٩‏ 
اشا الكل : e‏ 


Tf (NH O 
(Esrar rar 


۱+ 6+۳+۲ + نن 


ب 


3 
ه - فاذا ل بكن لدينا أي فكرة عن طريقة لاثبات‌هذا نستطيع على الاقل 
ان نختبر صحته فلنختبر صحة اول حالة ل تختبرها بعد وهي ن = ٦‏ > ففي هذه 


۲ VOCS 
J= Y1 TITroeFTNELFTYHFAHI 


Ao 


دانا »> صحبح لكل قم ن . هل يبقى القانون صحسحا عندما ينتقل من اية قمة 
ن الى القيمة التي تتلوها ن + ١‏ ؟ فاذا كان القانون صحبحا بالشكل الذي سبق 
E )= 0+0) +o + s+ ra r+‏ 


س ) 


وهنالك طربقة سہلة لتحقىقى هذه النقىحة . فلنطرح منما النتىجة السابقة الى 
وضعناها للحاله ن ينتج معنا : 


Y4(\+û)û\ Y4 (Y+û)(\+û)J\ 
۲ 5 ۲ ۰ 
: وهذا امر يسهل تحقبقه . فالطرق الايسر يكن ان نضعه کا يلي‎ 


ONAL SIN E AFI TEN 
] د) [ (ذ+ )"ن 1=) 2 ( [ ن" + 4ن 4ن"‎ ) 


( ت +4 )۲ 
3 


( £ 0+ )4 )=( 0+ ))(0ن+))=( 1+0(" 


فالقانون الدي وحدتاه با(تحربة اذن صمد لاختبار حىوي . 
والآن ما معنى هذا الاختبار ؟ لقد حققتا عا لا بقىل الك ان : 


ن (ن + )١‏ 
۲ 


۲ ۲ 


E ا‎ 


۲ 


^" 


ا ف( + )/۲ 
ل) 
ولكن اذا عرفنا ان هذا صحبح نستدل منه بإضافة العلاقة التي حققناها 
نقتا ان :+ 


۲ 

هي ايضا صحبحة . وهذا هو نفس القانون مطبقا على العدد الصحبحالتالي : 
ن + ١‏ . ولكننا قد عرفنا بالتجربة ان تخمننا يصح في الحالات ن = ٠١‏ ۲> 
٦٠٠ ) ۳‏ . فيناء على ما تقدم > ما دام التخمين يصح قي المحالة ن = ٤‏ 
فهو يصح في الحالة ن = ۷ ؛ وما دام يصح في المحالة ن = ۷ » فمو يصح في الالة 
ن = ۸ ؛ وما دام يصح في الحالة ن = ۸ فېو بصح في المحالة ن = ۾ ٤‏ وھکذا 
دوالك . فالقانون صح مع کل قے ن › فہو صحبح داناً , 

٦‏ - والبرهان السابى نموذج لالات كثيرة ماثلة »> فا هي الخطوط الرئيسىة 
في هذا النموذج ؟ 

الحقبقة التي نريد اثباتا حب ان تكون معروفة مقدما بشكل دقبق . 

وهذه الحققة تعتمد على عدد صحبح ن . 

وهی بحب ان تکون واضحة حسث بکون بالامکان ان ختبر صحتہا عندما 
ننتقل من الحالة ن الى الحالة التالىة ن + ٠ ١‏ 

فاذا نجحنا فى هذا الاختيار نجاحا قاطعا أمكن ان نستعمل خبرتنا الى 
اا ای اکر اکاک اد کے ا رو ی اال ےی 
الحالة ن + ١‏ . وبعد هذا يكفي ان نعرف ان القانون يصح قي الحالة ن = ١‏ 
فینتج انه يصح ف الحالة ن = ۲ فو كذلك يصح في الحالة ن = ٣۴؛‏ وهكذا 
الانتقال من اي عدد صحبح الى العدد الذي يليه نشت صحة القانون إطلاقا . 

وهذه طريقة تستعمل بكثرة تستدعي اعطاءها اسما خاصا . فقد نستطيع 


(= +ù) + 'ù+.+ TF + TY + "1 


) 
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ان نمیا « البرهان من ث الى ن + ١‏ » أو بام أبسط « الانتقال الى آلٰدذ 
الصحبح التالي » »> ولكتما ميت مع الاسف « الاستقراء الرباضي » .وهو اسم 
نتج عن طريتى الصدفة . فالحقمقة التي ريد اثباتا قد نبكون حصلنا علما من 
أي مصدر > ولا يمنا من الناحة المنطقة هذا المصدر . غير اننا في حالات 
کشر ة ج في المثال السابى ٤‏ جحد ان مصدرنا الاستقراء اد اننا عثرنا على الحقىقة 
باستقراء حالات خاصة وهكذا بدا البرهان كأنه تتمة ارياضة للاستقراء .وهذا 
هو سبدب التسمة . 

۷ - والىك الآن نقطة اخرى قد تصفما بالحذق ولكنها على كل حال ذات 
امبة لکل من برید ان يوجد براهینا بنفسه . فقا سبق وجدنا حقمقتین ختلفتین 
با ملاحظة والاستقراء »> واحدة بعد الأخرى ؛ الاولى في )١(‏ والثانبة في (۲) . 
وقد كانت الثانىة ادق من الاولى >“ وعندما نظرنا فما وجدنا ان بالامكان تحقىق 
الحالة عندما ننتقل من ن الى ن + ١‏ وهكذا تم لنا برهان«بالاستقراء الرباضي». 
فاذا اخذنا بالحقىقة الاولى وتغاضينا عن الدقة التي مكنتنا منما الثانية فقد بتعذر 
علىنا الحصول على هذا البرهان . فالحقيقة الاولى ق‌الواقع اقل دقة واقلوضوحا 
واصعب تناولاً وأضبتق جال عند التجربة والتحقق e‏ من الاولى الى 
المانىة ٤‏ من الاقل د فة الى الا كثر دة › کان خطوة گهندية هامة نحو البرهان 
الناني . 

وهذا امر يبدو فيه شيء من التناقض . فالقىقة الثانبة اقوى وهي تتضمن 
الاولى فى حين أن الحققة الاولى الغامضة “ نوعا > | 2 تتضمن الثانبة الواضحة . 
وهذا ما حمل الثانىة الاقوى اطوع من الاولى الأضعف > وهذه هي بدعة 
المخترع (١انظر‏ المادة المقابلة قي القاموس ) . 
استاذ الرياضيات الت#ليدي ٠‏ 


الاسطورة الشائعة عن استاذ الرياضبات انه شارد الذهن يظهر. في الحتمع 
وهو حمل فی کل من يديه مظلة مفقودة ٤‏ يدر وجه للسسورة وظمره لاطلاب . 


A۸ 


يكتب « آ » وينطق ب ويغني ج والحقىقة هي د . وله اقوال بتناقلما الناس 
جبلا بعد جيل . 
دكا تحل هذه المعادلة التفاضلبة يجب ان تنظر الها حى يتجلى لك الحل ». 
« هذا مبداً عام الى حد انه بستحيل ان نجد له تطبقا عملا » 
« الفهندسة فن يعلمك كق تفكر تفكيرآ صححا في شكل غير صحح › . 
« طربقتى في التغلب على الصعوبة هي ان ادور حوهما » . 
ا لرن اوا هة ار م لطر رة ا 
eG ENG E ase‏ 
لنرجو مخلصين الا يصير استاذ الرياضات الذي لاتضىد منه هو الاستاذ التقلىدي . 


الاشكال : 


ليس رمم الاشكال من شأن المسائل المندشية وحدها بل هو ايضا عون هام 
ی مسائل لا يبدو فما لاول وهلة اي معنى هندسي . فلدينا اذن سيبان للنظر 
في الدور الذي تلعبه الاشكال في حل المسائل . 

١‏ - فاذا كانت مسالتنا هندسبة بتوجب علبنا ان نرسم ها شكلا . و 
شكل قد نر سمه فى الذهن وقد نخططه على الورق . وهناك حالات قد بستحسن 
فیا تخیل الشکل بدون رمم .. ولکن اذا کان علینا ان تفحص تفاصیل شتی 
واحدآ بعد واحد يتوجب ان نرسم ها شكلا » ذلك ان كثرة التفاصبل تجعل 
تخبلہا كلما في آن واحد امراً صعب ولكن الشكل المرسوم يظهر هذه التفاصبل 
جيعا . والذي نحمل في خىلتنا يسهل ان ننساه . ولکن ادا هو وضع على 
الورق يىقى ويذ كرنا كلا عدا الىه عا لاحظناه حوله وهو بوقر علبنا مشقة 
استعادة ما استنتحناه عنه . 

٣‏ - ولنوحه انظارنا الآن بشکل خاص الى استعمال اج ف العملنات 
( او أالانشاءات ) الهندسنة . 
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فنحن نبداً الدرأسة التفصىلمة لمسألة التي من هذا النوع برمم شكل نظهر 
فه الجمول والمعطبات كا يقتذي شرط المسالة . ثم نحن لكي نفم المسألة بوضوح 
ننظر في كل واحدة من المعطىات على حدة وف كل جزء من احزاء الشرط على 
حدة ثم نربط هذا كله وننظر ف الشرط كوحدة كاملة ونحاول ان نرى في وقت 
واحد مختلف الروابط التي تقتضمما المسالة . فلسنا اذن نستطيع ان نعالج هذا 
کلہ تفککا وربطا بدون شکل . 

ولكنا قبل ان نحل المسألة حلا مائ لا نستطيم ان تجزم يقننا ان رمسم 
الشكل امر عكن . فہل يكن رسم شكل يفي كليا بالشرط المفروض في المسألة؟ 
قبل حل المسألة نهائا لا نستطيع ان جنب بالا جاب . ومع ذلك نرى ان نبداً 
بشکل نفترض فىه ان الحہول والمعطاتترتبط بعضہا بض ج بقتضي الشرط. 
وقي ذلك ما ينم على اننا نفترض افتراضا لا يسنده دلبل . 

كلا . ليس ذلك صحسحا فى كل حال . وحن لا يضيرنا اذا كنا بصدد دراسة 
المسألة قد افترضنا وجود ما محقتی الشرطالمفروض و رتبط فه المحولبالمعطات 
كا بقتضي الشرط > على ان نيز بين الاحجال اجرد والواقع الاكيد . و انت 
القاضي لا يضيره اذا كان اثناء استجواب المتهم يفترض انه هو الذي ارتكب 
الجرعة التي محا ج من اجلما “ شرط الا يتأثر القاضي بافتراضه هذا . 

فالر باضي والقاضي بحققان في الامكانية التي امامم) بلا يز ثم يصدرارت 
حکكمم) على اساس ما يودي الىه التحقىق . 

وهذه الطريقة لبدء دراسة المسألة الانشائية برسم شكل يفترض فيه انهيفي 
بالشرط طريقة قدعة استعملما رياضبو الموتان والما نشير بابس في كلمته المقتضة 
المىمة : «اعتبر ما يطلب حل كانه حلول» . ولكن الكامة التالة اقل اقتضابا 
واکثر وضوحا : « افترض شکلا واعتبر انه يفي بالشرط کله » . وهذا قال 
بصدد مسائل اهندسة العملىة ولكن لا داعي لحصره فما اذ هو قد يشمل جميع 
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« مسائل الامجاد » أذ وضعناه بالضورة التالىة : افثرضحالة واعتبر أنها تفي 
بالشرط کله . 

قارن مادة بابس ٦‏ . 

۳ - ولننظر الآن في بضعة امور تتعلق برسم الاشكال . 

(أ) اهل ترسم الشكل بالدقة ام بالتقر يب وبالادوات المشدة ام بالند؟ 

لكل من الطريقتين فوائدها . فالشكل الدقى في المندسة له مىدا قمة 
القماسات الدقىقة في الفبزياء > فاذا وضعنا الشكل الدقتى دون القاس الدقسقى 
مرتبة فلن جال تطبيت النظريات اندسية اوسع بكثير ما للقوانين الفيزيائية . 
الا ان المیتدیء بحب ان برسم اشکالا کثیرۃ بادق ما یکنه کہا یکون لدیه‌مران 
متبن . ثم ان الرسم الدقتى يبكون اكثر ابحاء لامبتدىء والمتقدم على السواء . 

بىد ان الاشكال التى نرس مما بالءد بعناية تكفي غالا لتامس‌المجل الذي نبتغبه 
وفيما توفير للوقت > شرط الا يظهر الشكل سضفا > والنطوط التي نفترض انبا 
دوائر لا جوز ان تظهر كحبات البطاطس › والخطوط الى نفترض انها مستقىمة 
لا جوز ان تتعرج كأمواج الشاطىء . ٠‏ 

فالشكل العىد عن الدقة قد بوحي بنتائج خاطئة »> ولكن الخطر في ذلك 
ليس كبيراً ولدينا عدة طرق لتلافىه لا سما تغبير الشكل . وليس ثة خطر اذا 
نحن انصرفنا الى الروابط المنطقبة في المسألة واعتمدنا الشكل كعون لنا لا 
كأساس نبنى عله نتاتحنا . فالروابط المنطقىة هي الاساس ( والى هذا يشير 
دمن ال الاو اة الى ل مار د الال الى يه رجا 
بشکل غیر دقیق ) . 

( ب ) - والميم هو اظہار الروابط بين عناصر المسألة مجتمعة وليس الهم 
الترتيب‌الذي ترسم به هذه العناصر . فاختر الترتيب الذي يناسك . فاذا كنت 
تريد تصوبر تثلىث الزاوية مثلاً فعلبك ان ترسم زاويتي أ ٤‏ ب بحسث تکورن 


۹۱ 


أ = ۴ ب فاذا بدأت من زاوية ما أ فلا تستطيع أن ترسم ب بالمسطرةوالبرجل. 
ولكن اذا اخترت زاوية ما صغيرة ب يصبح رسم أ امراً سلا . 

(ج) ویشترط في شکلك ان خلو من اي تخصص لا مبرر له . فعناصره 
مجحب ان لا تم عن روابط لا تقتضسا المسألة . فالخطوط يازم الا تظهر متساوية 
او متعامدة ان لم يكن نة ضرورة لدلكوالمئلثات يازم الا تظمر متساوية الساقين 
او قانمة ان ل تشر السألة الى ذلك . والمثلث الذي زواياه ه) درجة > ء 
درجة “ ۷١‏ درجة > هو بمعنى دقسق للكامة > ابعد مايكون عن كل من 
المتساوي الساقين ومن القائم »> فتستطيم ان ترسم هذا المثلث او ملا لا يبعند 
کثیر ا عنه اذا شنت ان تنظر في مثلٹ عام لا تخصص فىه . 

( د ) وللتسيز بين الادوار الختلفة للخطوط الختلفة عكن ان تحعل بعضها 
رقىقاً وبعضہا سمىکا › بعضہا متصلا وبعضہا متقطما › او ان تيزها بالالوان . 
فالخط الذي تر سمه وانت لا تدري أبازمك كخط مساعد ام لا بازمك فاحعله 
خفىفا » والعناصر المعطاة بمكن ان تر مما باللون‌الا حمر ثم تستعمل الوانا اخرى 
لامناصر الاخرى المامة كالمثلشن المتشابين ... الخ . 

( ه ) ولتمشل الاشكال الفراغبة »> أنستعمل الناذج الحسمة ام الرسم على 
الورق والسبورة ؟ ان الناذج المجحسمة شيء حسن ولكن في صنعها مشقة وفي 
شرامما اسراف . ولذا نكتفي عادة بالرسم وان يكن من غير الميسور ان نرسم 
اشكالا جذابة . الا ان من المرغوب فيه ان جرب المبتدئون صنع نماذج جسمة 


a اذا كانت زوا الك أ ر‎ )١( 
الا‎ °٥ < أ > ا = ب ٤ب > بکون احدها على الاقل‎ - °٩۰ فان الفروقی‎ 
: وواقع الامر ان‎ . ٥ = + > ٥۰ = ب‎ > ٩6 = ادا کان أ‎ 
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بالورى المقوى »> ومن المفيد ان نأخذ ما تقع عليه العين في خماتنا الؤممة كغاذج 
الملستطبلات ؛ کا ثل القلم الاسطوانة الدائرية » ومظلة المصباح الكمرباني قطعة 
المخروط الدائري القاثم ... الخ . 

۽ - والاشکال التي تخط على الورق یسہل رسمہا ویسہل فہمما ويسهل 
اذن ان نستغل فنا هذه الميزة ونستغل استعدادنا لمعالحة هذه الاشكال بتمشل 
الموضوعات غير الهندسية بالرسم اذا استطعنا ان نبتكر تعبيراً هندسا مناساً 
عن هذه الموضوعات غير المندسىة . 

والتمشل المندمي والرسوم الببانية وغير ذلك من الاشكال تستعمل في 
الواقع في جميم المبادين العلمبة > لا في القيزياء والكيمناء والعلوم الطبيعبة فقط 
بل في الاقتصاد ايضا وحتى ف عل النفس.فبالتمشل المندمي المناسبقد نعير عن 
كل شيء بلغة الاشكال ونختزل الكثير من المسائل الى مسائل هندسبة . 
الهندسة بصلة . فان امجاد طريقة جلة لتمثيل مسألة غير هندسبة برسم هندمسي 
قد بكون خطوة هامة نحو حلا . 


انصل اجزاء الشرط بعضها عن بعض + 

واجبنا الاول ان نفيم المسألة . ويعد ان نفهمما بوجه عام ننصرف الى 
التفاصل ٠‏ فننظر في اجزاما الرئيسبة > المجہول والمعطبات والشرط › كلا على 
حدة . فاذا اتضحت لنا هذه الاجزاء من غير ان تتبدى لنا فكرة جندة تيحث 
عن تفاصل جزئمة اكش . فننظر في المعطىات الختلفة كلا على حدة . وعلدما 
نفهم الشسرط كله بوجه عام نفصل اجزاءه الختلفة بعضما عن بعض >“ وننظر في 
كل جزء على حدة , 


۹7 


وهنا يتضح لنا الدور الذي يلعبه الاقتراح الذي ننظر فيه الآن . انه 
بدعونا الى خطوة نعملما عندما حاول ال و اال ترا واا وننظر 
في تفاصلما الدقىقة . وهي خطوة من خطوات تفكىك المسألة وربطها 


من حدبك , 


افصل اجزاء الشرط بعضہا عن بعض . هلل عكنك ان تكتسا ؟ وهذا 
السؤال كثيراً ما تجد المناسبة للادلاء به لا سما عند وضع المعادلات . 


امار ات التقدم 


عندما کان کولیس ورفاقه مخرون عباب الحبط الجہول في طريقهم غربا 
کانوا يبتجون كلا رأوا طبرا . ذلك انهم كانوا مجدون في رؤية الطير امارة 
تنبئهم بان البابسة منم قريبة . ولكنهم وجدوااكثر من مرة انهم في هذا 
مخطئون . فتطلعوا الى امارات‌اخرى وقدروا ان في اعشاب البحر الطافبةوقطع 
السحاب المنخفضة ما قد ينمىء عن اقتراب‌المايسة » وفي هذا ايضا كانوا عخطئين 
الا ان الامارات تلاحقت ذات يوم . فيوم الجيس ٠١‏ تشربن الأول ( اكتوبر ) 
سنة ۱٤4۹۲‏ «رأوا طبرا رملباً وقصبة خضراء الى جوار السفىنة ٤م‏ رأى الذين في 
الزورق الشراعي ( _بتلتا ) خيزرانة وقضيا شم ه التقطوا قضيا آخر صغيراً 
فوجدوا فه آثار النحت بالحديد . ثم ظہرت همم قطعة خيزران اخرى ونيتة 
ارضبة ولوح صغير . و كذلك ملاحو الزورق ( نينا ) رأوااطماف المابسة 
وغصنا صغيرآً عله مار . فتنفسوا كلهم الصعداء وابتجوا فرحا ذه 
الامارات » . وي البوم التالي ظهرت لم البابسة حقا - اول جزر العام الجديد. 

وبالثل قد نكون نحن امام مشروع ما » هام او قليل الامية > امام مسألة 
من أي نوع . فاذا تحن حصرنا فكرنا فما فاننا نترقب امارات التقدم ک) کان 
كولبس ورفاقه يترقبون علامات المايسة . ولندرس امثلة يتين منا ما مكن 
ان نعتبره من الامارات الدالة على اقترا الحل . 
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١‏ - امثلة : عندي مسألة في الشطرنج »> فعلي ان اميت الشاه الاسود 
محر كتين مثلا . وبين قطع الشطرنج حصان اببض على مسافة بعبدة حى لببدو 
ان لىس له‌شان . فا شأنه؟ لا اعرف الآن فلار حىء الرد عن‌هذا السۇالالى‌حان. 
ثم اني بعد بضع محاولات أتنبه الى حركة جديدة تكشف لي انالحصان الاببض 
له شأن فى الاعبة فمذا يسعث في نفسي املا جديداً واعتبره امارة خير > واقدر 
ان الحركة الجديدة قد قكون هي الحركة الصحبحة . فاباذا ؟ 

لأن مسالة الشطرنج اذا كانت مصوغة بشكل متقن فبنبغي ألا يكون على 
اللوحة قطعة ليست ذات شأن »> ولذا جب ان نأخذ بعبن الاعتبار كل قطم 
اللوحة » اي اننا نستعمل كل المعطبات . فالمحل الصحح اذن بنطوي على 
استعال كل القطع حت دلك الحصان الابىض الذي بدا لنا کشيء لا ياڌم . ومن 
هذه الناحية تتفتق حر كتي الجديدة مع الحل الصحبح . فهي تبدو لي كأنها حركة 
صحبحة > ولعلا كذلك . 

ومن الشتى ان ننظر في حالة مشامة في مسألة رباضة . المطلوب ان نعبر 
عن مساحة المثلث بدلالة اضلاعه >١‏ ب ؛ ج . ولنقل اننا توصلنا الى رسم خطة 
ما » وتبين لنا الى حد ما من الوضوح اي العلاقات افمندسبة ينبغي ان ناخد 
بعين الاعتبار واي العملمات ينبغي ان نجري لک ا که لوا ب ا 
كانت طريقتنا ستنجح ام تفشل . وغضي في طريقتنا هذه فنجد ان العبارة : 

۷ ب + جا 

سترد في القانون الذي سنحصل عليه . ولمذا نيتهج . فلمادا ؟ 

لأن من المتوقع ان يدخل في حسابنا ان موع اي ضلعين في اثلث اڪبر 
من الضلع الثالك . ففي هذا تحديد يشير الى أن الاضلاع لا عكن ان تفترض 
اعتماطا وان ب + ج بحب ان کون اکبر من أ »> وهذا جزء رئسي في 
الشرط » ونحن ينبغي ان نأخذ كل اجزاء الشرط بعين الاعتبار »> فان لم يكن 
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ب + ج اكير من أ فقانون مساحة المثلث قانون وهمي . و كذلك الجذر التربىعي 
اروا د کر اما اغلا بے ا ا دا کان م چا بالا اى اذا 
کان ب + ج.اقل منأً . اي ان العبارة لاتعود صالحة لتمش ل كممة حقبقة عاما في 
تلك الظروف.التي فما لا يعود القانون المطلوب عل شيا حقىةا . فقانوني 
الذي رضم ادر التريكي هده العبارة بشارك مع القانوت الح ى شىء هام . 
فمو اذن يشبه القانون الصجبح “ ولعله القانون الصحبح . 

وهذا مثال آلخر : اردت مرة ان ابرهن على نظرية في اهندسة المحسمة »› 
وبسہولة تنبہت الى امر بدا لي مناساً . ولكني توقفت هناك . فقد كنت افتقد 
شيا بدونه م استطع المضي » ویئست يومشذ من اكتشاف المحل . ولکني 
N O‏ ع النقص كف بنتظر 

- فکرۃ اوضح بکشیر ما کنت احمل بادیء الامر » وان كنت ل استطع 

ET‏ . وي اليوم الثاني بد نوم مريح نظرت تي السالة من 
حدید٤‏ فشادرت الل دهني مسألة تقابلہا في الهندسة المستوية > وف الحال ادر كت 
انى وقعت على الحل . و كنت على ما اظن على حتى . فاماذا ؟ لأن المقابلة دلىل 
U Bla ES SN E‏ 
في المندسة المستوية ( انظر المقابلة ٣‏ - ۷ ) . وني مسألتي هذه كنت اتوقع منذ 
البدء ان اجد البرهان المطلوب بالاعتاد على نظرية اسل بها من الهندسة المستوية ٠.‏ 
وهذه ما تىادرت الى ذهنى حةا ولذاقلت : « ان هذه النظرية تىدو و كأنا هى 
الو اوبف اقللا هي اقفر ا اة الى ااا ٠‏ 

ولو ان کولیس ورفاقه ضفر اها کن دور اة ا وصفهم عاثلا لا 
تقدم . فقد كانوا يعرفؤن كيف يكون البحر قرب الشاطىء ويعرفون ات 
الطبور تظهر !كثر قرب الشاطىء منها فى عرض الحىط > وان المكان القريب 

من الشاطىء ی ا و ا ن ال 
ولا بد ان کثیرا منهم لاحظوا ذلك في رحلامم السابقة اثناء عودمم الى 
شواطېم . قبل ذلك الوم التاريضي الذي اطلع عليهم جزيرة سان سلفادور » 
عندما تكاثرت الاشياء الطافية على سطح الماء لا بد انيم قالوا ف انقفسېم : 


۹٦ 


« بدو كأننا نقترب من المابسة ٠‏ فلعلنا نقترب منما فعلاً » > ولذا « تنفسوا 
كلم الصعداء وابتهجوا فرحا هذه الامارات » .. 

۲ اهورستيكية في امارات التقدم ؛ لنذ كر مرة اخرى نقطة ان تكن 
قد اتضحت للجميع فان ها اهمبة تبرر ان تتناو ها بمزيد من التوضبح . 

فطراز التفكر الذي شرحناه بالامثلة السابقة بستحم ان براعىوبؤخذ مأخذ 
جد رغم انه يؤدي الى اثارات استصوابية لا حقائى اكيدة . فلنتناول احد 
الامثلة السابقة بتقصل زائد وبنعض الحذلقة : 

اذا كنا نقترب من المابسة فكشرآً ما نرى الطور . 

وحن الآن نرى الطىور . 

اذن فلعلنا نقترب من البابسة . 

هذا كلام معقول ولكن بدون « لعلنا » تصبح القضبة خط بالتاً كيد . 

والواقع ان كولس ورفاقه رأوا الطىور عدة مرات ولكلمم کانوا دعدھها 
يستشعرون الخبة حتى جاء البوم الذي فيه رأوا الطير الرملي وعقبه بوم 
الا كتشاف . 

وبافظة « لعلنا» تصبح القضىةمعقولة طببصة ولكنما لا تعتإر برهانا I‏ كبداً 
صحبحا أو أمراً واقه) . انها ما زالت جرد اثارة تقدبر هورستىكي . ومن الخطاً 
ان ننسی انما احټال لم يبلغ ميلغ البقين . ولكن خط أ كبر ان نتجاهلما با مرة . 
فاذا انت وضعت‌النتىجة الهورستىكبة موضم التا كيد منيت بالسخرية والفشل . 
ولكن اذا انت تجاهلتما اطلاقا فلن تتقدم أبداً . 

وان أهم امارات التقدم امارات‌هورستيكية . فهل نثى بها؟ هل نسابرها؟ 
سارها وافتح عىضىك ؛ ثى ا ولكن انظر حوالىك . واباك انتتخلى مرة عن 
ملكة التمىدز عندك . 

۳ - الامارات الصرعة ء لننظر ف الامثلة السابقة من ناحىة اخرى . 


۹۷ (¥) 


ففيي احد هذه الامثلة كانت العلامة اأسارة اننا نجحنا ف استمال واحدة من 
المعطيات لم نكن قبلا نعرف كيف نستعملما ( الحصان الابيض ) . وكناعلى 
حت باعتبارها بشرى خير . فحل اي مسألة هو في الحقبقة امجاد الرابطة بين 
المعطبات والجمول . وفي المسائل المتقنة الصباغة ينغي ان تستعمل كل المعطبات 
E‏ 
حى لنا ان نمتبره تقدما وخطوة الى الامام . 

وني مثال خر اعتبرنا البشرى السارة ان جزءاً من اجزاء الشرط الرئيسة 
فرض نفسه على القاتون الذي حصلنا عله . و کناعلی حى فی اعتباره بشری 
سارة . فنحن ينغي ان نستعمل الشرط كله . ونجاحنا ف ادخال احد اجزائه 
و 0 

وني مثال خر اعتبرنا امارة التقدم اكتشافنا المسألة المقابلة السيلة . وهذا 
ايضا له ما ببرره . فالمقابلة من مصادر الا كتشاف الرئيسىة . وعندمها بيتعذر 
علسنا امجاد حل ينبغي ان نتخضل مسألة مقابلة »> فاذا احدرت الى مخلتنا من 
ا فا درن ا ا و ا اور و ا 
ذلك اننا نشعر ان قد شارفنا الحل . 

والآن يسل ان ندرك فكرة عامة : فناك عملمات ذهشة نموذجبة تفبد في 
حل المسائل ( والعملمات ال ألوفة من هذا النوع مدرجة فى ههمذاالكتاب ) . 
وعندما تنجح احدى هذه العمليات النموذجسة ( كربط احدى المعطمات 
با حول › أو ادخال احد اجزاء الشرط في حسابنا > او ظہور مسألة مقابالة 
سهلة ) فنجاحما يعتبر امارة تقدم . فاذا فمنا هذا يصير باستطاعتنا ان نشير 
الى امارات اخرى للتقدم . فما علبنا الا ان نقراً الثبت >“ وننظر في الاسئلة 
والتوجمهات من هذه الناحىة الجديدة . 

ففهم طبعة ا حول فما واضحا من امارات التقدم > وتعريف المعطبات 
المحتلفة محبث نستطيم ان نعالج أا منها بسهولة يعني ايضا تقدما » وتخيلالشرط 
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كمجموع تخبلا جلبا قد يعني تقدما كبيرآً وفصل الشرط اجزاء مناسبة قد يعني 
خطوة واسعة الى الامام . وعندما تنجد شکلا يسل ان نتخله او ترقیما يسہل 
ان نميزه فلنا ان نعتقد اننا تقدمنا بعض التقدم . وعندمها نتذ كر مسألة ذات 
صلة بسألتنا ما حللناه من قبل ففي ذلك خطوة حاسمة في الاتجاه الصحبح ... 
وهكذا وهكذا » فكل عملية ذهنبة اذا تمت ينجاح ترافقما امارةتقدم صرعة. 
وثبتنا اذا هو فہم الفمم الكافي هو ايضا ثبت بامارات التقدم . واسئلة الثبت 
وتوجمماته »“ سہلة ظاهرة من الادراك الفطري الصراح » وهذا ما ذكرناه مرات 
كثيرة . وهذا نفسه ينطبق على امارات التقدم التي ترتبط به کا سبق وصفه > 
فرؤية اية امارة من هذه الامارات ليست اذن ضربا من العراففة بل هي من 
الادراك الفطري مؤيدآاً بقلل من الخبرة . 

۽ - امارات غير صرححة : عندما تنصرف الى علنا نستشعر بوضوح خطى 
تقدمنا . فعندما نتقدم خطى حثيثة نزهو ونيتهج وعندما تتىاطاً خطانا نقلق 
ونيتئس . وحن نستشعر هذا بوضوح من غير ان نقدر علىعميز امارات‌واضحة. 
فأحوالنا النفسىة وشعورنا ووجمة نظرنا العامة نحو الموقف علامات تقدر مدى 
تقدمنا . ولكن لا يسہل وصفہا . والرجل السافذج يعبر عن ذلك بقوله « اني على 
ما برام » او « لست على ما برام ». اما غير السذج فلهم تعبيرات أرهف:« هذه 
خطة متزنة » او « لا فثمة شيء مفقود جعل النغممة نشازآً» . ووراء تلك 
التعبيرات الساذجة او هذه الاوصاف الغامضة شعور غير خاطىء اذا نحن تتمعناه 
بثقة فمو يقودنا غالا في الاتجاه الصحبح . واذا بدا هذاالشعور قويا وقام في 
ذهننا فجأة فذلك المام “ والناس عادة قاما خطئون الماماتم رغم انها كثيراً 
ما تورطمم . والحق اننا ينبغي ان نقف من مشاعرنا الهادية والماماتنا اما ) 
نقف من امارات التقدم الصربحة التي سبق وصفما “ فنولما ثقتنا ولكن نفتح 
عىوننا . 


سر وراء الهامك › ولكن عض الحذر . 
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( وما هي طببعة هذه الشاعن اهادية ؟ وهل هناك معنى اوضح وراء تلك 
الاوصاف الغامضة من امثال « خطة متزنة » او « نغمة نشاز » ؟ رعا كانت‌هذه 
اسئلة تأملىة اكثر منها عملىة . ولكننا ني هذا الصده نحد اجوبة قد تستحق ان 
تذ کر . فا دامت أمارات التةدم الصربحة ترتبط مم النجاح او الفشل في عمليات 
دهنية محددة فلنا ان نشتبه في ان هذه المشاعر اهادية المستترة ترتبط بالمئل مم 
عملىات ذهنسة اخرى اقل وضوحا . ولعلما عملبات «نقسبة » اكثر 
و « منطقىة » اقل ) . 


ه ‏ كيف تساعدنا الامارات + عندي خطة . واااو بوضوح من ابن 
ابد وبي الخطوات أشرع ولكني لا أستطيم ان أرى طبيعة الطريق فما وراء 
ذلك . ولست واثقا من ان خطتي ستنجح . والطربق مامي طويل على كل 
حال . فأنا اسر في خطتي بحذر واتطلع في سبلي الى امارات التقدم . ففاذا 
كانت هذه الامارات نادرة او غير بينة ينتابني التردد . واذا هي لم تتبد لي على 
مدی طویل فقد تفتر عزعتي وادير ظهري ثا عن سدیل آخر . اما ادا تواترت 
الامارات كلا تقدمت في سسلي وتكائرت »> فترددي بزول ومعنواتي ترتقفم 
وثقتي تتزاید » کا جری لکولیس ورفاقه قسل رتم جز رة سان سلفادور . 

ان ظہور العلامات قد بو حہنا » واختفاؤها قد بنبۇنا اننا في درب مغلی 
وبوفر علننا جہداً ضائہ) » وظہورها قد يدفعنا الى تر كيز جمودنا على النقطة 
اا 

ولكن العلامات قد تخدع . فقد تخاست ماعن طریتق لاجد فىەالعلامات 
ولكن شخصا مضى بعدي في ذلك الطريق فعثش على اكتشاف ههام وأورثني 
سخطا کبیراً وأسفا داماً . ول یکن صبوراً اثر مني فحسب بل قد استطاع 
ابضا ان برى امارة معبنة عجحزت عن تدسنما . وكذلك قد اسير في طريقي 
مرحا تشجعني العلامات السارة فاذا بي أقع فجأة امام عقبة كأداء م تكن في 
الحسىان . 


۰۰ 


أجل . فالامارات قد تضالنا في حالة ما الا انا تهدينا في معظم الحالات . 
فالصاد قد خخطیء بین الحین والین في تعقب صده ولکنه ډوجه الا حمالبصدب 
والا لما جعل من صده مورداً لرزقه . 

ولتفسير الامارات تفسرآً صائا نحتاج الى خبرة فبالجبرة عرف بعض رفاق 
كو ليس كيف يكون البحر قرب الشاطىء وهكذا فتمروا الامارات التي دلتهم 
على اقتراهم من المابسة . والخبير يعرف مخبرته دلائل موففه ودسعر ع ل 
اقتراب الحل شعورآً حعله قادرا على تفسير الامارات التى تدل على ان ال لمحل 
قردب . والخنير يعرف من الامارات اكثر ما بعرف قلىل الخارة وهو بعرفمها 
معرفة اتم »> ولعسل مەزته الوحہدة ان له هده المعرفة فالصاد السر 
يدرك من آثار الصد ويز من حديدها وقد عا مالو راه قلىل الخەرة ل تین 
فىه سد 
وميزة أرباب المواهب هي فى ان هم ضربا من الاحساس الذهني الغريب . 
فم بهذا الاحساس المرهف يستشعرون علامات التقدم الدققة أو لستشعرون 
فقدانما حبث لا دشعر من ليس هم هذه الموهبة بشيء . 

- الاستنتاج القياسي الهورستيكي : في الملاحظة ۲ رأيناطرازا من 
التفمكير المورستىكي وستحتق ان وليه مزيداً من الاهتام وان نعطبه اسما تقناً . 
فلنعد د كر ذلك بشکل حدید : 

اذا كنا نقترب من المابسة فاننا كثيراً ما نرى الطبور . 

ونحن الآن نرى الطور . 

ادن فقد صار ادعى للآاصدبى اننا نقترب من المايسة ٍ 

فالجملتان اللتان فوق الخط نسم المقدمتين والملة الى تحته النقىجة وهذا 
الطراز الاستنتاجي كاه نسمه بالاستنتاج القىاسي اهورستىك . 

وقد ذ كرنا ا لمقدمتین هنا ک) في ۲ ولكن:النتىجة صغت بعناية | كبر فا كدت 
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امرا جوهرياً . فان كولبس ورفاقه كانوا منث البدء محسبون انم اذا امحروا 
غربا فسيجدون اليايسة . ولا شك انهم عولوا على هذا الظن إلى حد ما والا لا 
صغير بسؤ الهم هذا الذي يلك علهم كل تفكيرم : « هل نحن نقترب من 
انقطاعہا . وکان اعمان كل منم في تأرجحه يعتمد على بيئته وشخصيته الخاصة . 
وان کل ما رافق رحلتہم تلك من توتر وانفعالات انما سیه هذا التأرجح ف 
ثقتهم . والاستنتاج القباسي المورستبي الذي ذكرناه يعطي اساسا معقولاً 
لاحداث تغسبر في مستوى هذه الثقة . وان احداٿ هذا التغير هو الدور 
الاساسي الدي بلعب هذا الضرب من الاستنتاج وهذه النقطة يعار عنما النص 
المذ كور هنا احسن ما جاء في الملاحظة ۲ . 

والنموذج العام الذي اقترحه مثالنا عكن ان نعرضه بشكل جديد : 

اذا صح أ صح ب > کا نعرف . 

والآن نری ان ب صحىح . 

اذن صار ادعى للتصديق ان أ صحبح . 

وبصورة اوحز : 

اذا صح أ صح ب 

a 

| ادعى للتصدبى 
بين المقدمتين والنتىحة . 

[ ۷ - طبيعة الاستنتاج الاستصوابي : انناف هذا الكتيّب نناقش مسألة 
فلسفية > ونحن > بقدر ما نستطم “ نناقشما بصورة علمة بعبداً عن الشكليات 
وبعيداً عن اسالىب التعبير الى بحنح الها ذوو الجباه العالىة . ولكن موضوعنا 
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رم ذلك فلسفي . انه بىحث في طبيعة الاستنتاج الهورستىكي ويشر بساطه على 
ضرب من التفكير غير يقني ولکنه هام وحن نسمبه ٤‏ ما دمنالا تنجد له اسا 
سابقا “ بالاستنتاج الاستصوابي . 

فالامارات التي تدل المىتکر على ان فکرته جبدة والدلائل التي هدينا في 
البوممة والمينات الاستتتاجىة عند رجال القانون والخجج الاستقرائىة عند 
ls‏ الاحصائمة الك ان ف اعات لفقت 
تتفت في امربن : اوها ان ليس فما البقين القاطم وثانا انها تفيد في الحصول 
على معلومات جديدة بالمرة بل هي لا غنى عنما في المعرففة خارج الرياضبات 
والمنطت النظريين » في المعرفة التي تختص بعالنا الفيزيائي . ونستطيع ان نسمي 
هذا الطراز الاستنتاجي الذي تنطوي عليه هذه البينات بالاستنتاج الهورستىكي 
او الاستنتاج الاستقراني ولكنا A ES‏ ) تسمه 
بالاستنتاج الاستصوابي . وعلى هذا سرنا في محثنا . 

والاستنتاج القباسي الهورستبكي السابق عكن اعتباره اسل وابسط غاذج 


الاستنتاج الاستصوابي وهو يذكرنا بطراز كلاسكي من الاستنتتاج البقني 
فلنضمپا جنب جنب : 


انط الكلاسكي المنطى اهورستىکی 
اذا صح ا صح ب اذا صح ا يصح ب 
ت طا ب صحبح 


ومقارنة هذبن النمودجين لا خلو من فائدة . في تتح لنا ما لا تح ه 
غيرها من فرصة نسبر فما غور الاستنتاج الاستصوابي ( اهورستىكي او 
الاستقراني ) . 

فالنموذجان يتفقان بالمقدمة الاولى : اذا صح أ يصح ب . 


وهأ ختلقان بالمقدمة الثانىة : ب خطأً ؛ ب صحبخ : 

فيا هنا متضادان ولكن المقدمتين من « طسعة منطقىة واحدة » ومن 
« مستوى منطقي واحد » والفرق الاكبر نجده في النتىحتين : 

E‏ ا آدعی للتصدبى 

فهاتان من مستویین منطقیین ختلفین وعلاقة کل منها قدمتیه من طراز 
ھ. نطقي خاص فنتىحة القىاس الىقىني ومقدمتاها من مستوی منطقي وأحد وهي 
قضىة كاملة التعسير “ تؤيدها مقدمتاها كل التأمد . فاذا اتفقت وجاري على 
المقدمتين فلن بكون ننا اختلاف معقول من حىث النتيحة مما تابنت 
ESET TER‏ 

أما نتسحة القاس اهورستىك فتخالف مقدمتىها بطسعتما المنطقىة ف 
اكثر غموضا وهي غير قاطعة وعبارتها غير كاملة وهي كالقوة دات مقدار وذات 
اتجحاه . انما تقودنا ني تجاه معبن : أ يصير ادعى للتصديتق . وها ايضا قوة ما : 
أ بصير ادعى كثيراً للتصديتى » او أ يصير ادعى قلبلا للتصديتق . وهي ليست 
قاطعة العبارة » وليست مؤيدة تأسىداً كاملا عقدمتمها . فهي تعبر عن اتجاهما 
واتجاها مضمر بالقدمتين ؛ اما قوتا فليست كذلك . فكل عاقل جحد من 
المقدمتين ان أ يصبر أدعى للتصديتق ٠‏ لا ابعد عن التصديتى بالا كد . ولكنى قد 
اختلف مم ‌جاري حول مدى ذلك حسب اختلاف‌امزجتناوبىئتنا وأسباب كامنة 

وني القباس' الىقني تولف المقدمتان اساسا كاملا تقوم علبه النتيجة ٠‏ فاذا 
صحت المقدمتان صحت النتىحة واذا جدت لدينا معلومات لا تزعزع المقدمتين 
فالنتىجة لا تتزعزع . 
عله الجزء الصربح الظاهر . ولكن نة جزء مضمر خفي يتكون من شيء 
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ين ولكنما تزعزع تقتلا في أ بشكل يناقض‎ 
النتيحة فلثن نرى ال ان أ تصير أدعى لاتصديبى على اساس المقدمتين ۳ قله‎ 
العقل الآن » ولكن قد نجحد في غد اسبابا لا تعارض المقدمتين فی شيء ولکنما‎ 
تقلل ثقتنا بالنتىجة او تدعو الى نقضها كلسة . فهي قد تتزعزع او تنهار تحت‎ 
› وطأة تلك الاجزاء الخفسة من اساسا رغم ان مقدمتها »> الاساس الظاهر‎ 
. تىقىان بأمان‎ 

وهذا يقرب الى الهم طبيعة بعض انواع الاستنتاج الاستصوابي > 
es‏ ستقراني “ التي تمدو حيرة اذا حن ذظرنا الها من وجہة نظر 
النطتى البقيني البحت 

ويمدو ان هذا البحث الذي اوردناه هنا بنبغي تكلته بمزبد من الامثلة 
ودراسة لانواع اخرى من المنطى اھورستىى وححٹ ف مبادیء الاحتال الى عير 
ذلك من المغاهم ذات العلاقة . فنرجم القارىء الى تابنا : الرياضات 
و الاستنتاج ا و اي ) ٠ (Mathematics and Plausible Reasoning‏ 

ان الاسباب الهورستيكية ذات ت اهمبة رغم انا لا تثبت تثدت شئًا بصورة قاطعة . 
وتوضىح کل سلب هورستکی مر هام ایض رغم ان و ء کل سلب نوضحه اسبابا 
عدة تىقى غامضة ا ا 
انظر الى انجول ٠‏ 

هذه نصحة قدية ىقابلا ق الامثال اللاتىنı‏ : » Respice finem‏ < . 
ونعر عنهاباشكال شتى : انظر الى الخاتمة ؛ تذ كر هدفك ؛ لاتنس غابتك؛ فكر 
فيا تريد المحصول عليه ؛ لا تصرف النظر عن مطاوبك ؛ لا تحول نظرك عا 
تىحث عنه ؛ انظر الى الجول ؛ انظر الى المطلوب . والشكلان الاخيراس 
بلاعان مسائل الاحاد ومسائل الاثنات على الترتيب . 

فتر كيز النظر على الهدف الذي نسعى اليه وتر كيز الاهتام في الغاية التي نرمي 
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السا يسأعدانا فى تفس السبل والوسائل للحصول علا . ما السسل الى تحقق 
الهدف ؟ كف تصل الى غايتك ؟ كف يكن أن تحصل على نتىجة من هذا 
النوع ؟ ما الذي يودي الى مثل هذه النتيجة ؟ ابن رأيت مثل هذه النتىجة من 
قبل ؟ ماذا يصنم عادة للحصول على هذه النتيجة ؟ حاول ان تبحث عن مسألة 
تعرفما فما هذا الجہول او مجول يشبه . حاول ان تفكر في نظرية تعرفها 
فما هذا المطلوب او مطلوب يشهه . وهذان الاخيران يلاان ايضاً مسائل 
الامحاد ومسائل الاثىات على الترتدب . 

١‏ - ولننظر الآن في مسائل الاحاد الرياضة وصلتما بالتوجه : حاول أن 
تتذ كر مسألة تعرفما فما هذا المحمول . ولنقارن هذا بالتوحه الذي ينطوي 
عله السؤال : هل تعرف مألة ذات صل يمسألتك ؟ 

فالتوجبه الأخير أع من الأول . ذلك ان المسألة ترتبط بسألة اخرى اذا 
کان بينپاشيء ما مشترك »> كأفكار مشتركة أو معطات مشتركة او أجزاء من 
الشرط مشتركة او غير ذلك . أما التوجبه الأول فينصب على ناحبة معبنة هي 
الاشتراك بالمجمول . أي أن المجهول بحب ان يكون ني الجالتين من جنس واحد 
کان کون طول خط مستقے مثلاً . 

وهذا التوجنه اذا قارناه بالتوجبه الع نجد فه ضربا من التوفير . 

فنحن نوفر جہداً فى تذ كر المسألة > فلا ننظر ف المسألة كلما بل في مجوها 
وترى آنا ينبغي ان تكون مثلا من النوع : « اذا أعطىت .....٠‏ فا طول 
الحط المستقم ؟ » 

ثم هنالك توفير في جال الاختبار . فكثيرة جدا المسائل التي قد تكورن 
دات صل مسألتنا »> مشتركة معها في نقطة ما . ولكنا اذ نحصر النظر في المحہول 
نحدد مجال الاختمار فلا نعتبر الا مسائل هما هذا المجيول . ونحن بالطبع تبداً 
من هذه المسائل بأسملما > وبالتي نعرفما اكثر من غيرها . 

: المسألة التى أمامنا من النوع‎ - ٣ 
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« اذا اعطہ.ت ...... فاطول الخط المستقم ؟ ۾ 

فأسمل المسائل التي من هذا النوع › والتي نعرفما اكثر من غيرها »> تتعلى 
بالمثلث : اذا اعطبت ثلاثة من عناصر المثلث فأوجد طول ضلع فيه . فعندما 
نتذ كر هذا نتكون قد عثرنا على شيء قد بتعلق بالمسألة . فنا مسألة ذات صلة 
عسألتك وقد حلت من قىل فہل عكنك أن تستعملما ؟ هل عكنك ان تستعمل 
نتيجتها ؟ ولك تستعمل النتائج التي تعرفما عن المثلك بجحب ان يكون في 
الشكل أمامك مثلث . فہل فيه مثلث ؟ أم هل يازم اث تدخل فيه مثلتا 
کي تفمد من هذه النتائج المعروفة ؟ هل يازم ان تدخل عنصرا مساعدا جديدا 
کی عکنك استخدامہا ؟ 

وهناك عدة مسائل سهلة يكون الجهول فما ضلع مثلث . ( وهي ختلف 
بعضما عن بعض المعطات : فقد نعطي زاویتین وضلعا او ضلەين وزاوية “> م 
ان موضع الزاوية من الضلعين المعطبين قد بختلف ؛ ثم ان كل هذه المساشل 
تكون اسل اذا كان المثلث قايا ) . فبتر كيز الانتباه على المسألة التى أمامنا 
نبحث عن نوع ا لث الذي ندخله وعن اي مسألة ما حللناه من قبل ( اول 
نقفسه ) تجدها انسب لنا قي الحالة الحاضرة . 

وبعد ان ندخل المثلث المساعد المناسب قد تد اننا لا نعرف بعد عناصره 
الثلاثة . ولكن هذا ليس ضروراا دانًا . فاذا نحن وجدنا ان العناصر المفقودة › 
عكن المحصول علىما بطريقة ما نكون قد تقدمنا في الجل تقدما جوهريا > 
ونكون قد عثرنا على خطة للحل . 

- والأجراء الذي رسمناه فیا سبق ( ۲۰٠۱‏ ) بجاوه القسم ٠‏ | ( جلاء 
ينقص من قيمته بعض الشيء بطء الطلاب ) . وليس من الصعب اضافة المزيد 
من الامثلة . والواقع ان حل معظم مسائل الامجاد التي تعطى فى غير مراحل 
الدراسة العالىة يكن ان تبداً بالاستعمال المناسب للتوجبه : حاول ان تفكر فى 
مسألة تعرفما ها هذا المحمول او مجہول بشه . 


فلنأخذ هذه ألمسائل بشكل منظم وتنظر فيما الى الجہول اولاً : 

. اذااعطىت . .,. . . . . . فأوجد طول الط‎ )١( 

9 کے ے ے2 > ب 0 قاوفد اراو 

(۳( ادا اعطت ۰ چ 0 ة فأو حد حجم ارم 

الثلاڻي . 

()) اذااعطىت , , . . . . . فعن النقطة . 

اذا كان لدينا بعض الخبرة قي معالجة المسائل الرباضة الابتدائمة فسنتذ كر 
يسمولة مسألة او مسائل بسطة نعرفما ها ذات المجهول . أما اذا كانت المسألة 
المعطاة ليست من هذه المسائل البسبطة المعروفة فطعي ED‏ 
ما نعرفه وان نستخدم نتاتجه فندخل شيا مفيداً نعرفه في المسألة وهذا قد 
يىء لنا بداية طببة . 

وفي كل من الحالات الاربم التي ذكرتاها اعلاه تنجد خطة ظاهرة وتقدراً 
معقولاً لسر طردقة الحل . 

)١(‏ - نحصل على الجهول كضلمع من اضلاع مثلث فعلينا ان ندخل المثلث 
المناسب بعناصر ثلاثة معروفة أو يسمل امحادها . 

(۲) - نحصل على الجبول كزاوية قى مثلث فعلينا ان ندخل الثلك 
ا 

(۴) - نحصل على الحول اذا عرفنا مساحة القاعدة والارتفاع فعلينا ان 
نعرف مساحة أحد الوجوه ومقدار الارتفاع النازل عله . 

٤(‏ ) - نحصل على الجہول كنقطة تقاطع محلين هندسين كل منما اما دائرة 
أو خط مستقم فعلينا ان نستخلص هذبن الحلين المندسين من المسألة . 

وني كل هذه الحالات نجد خطة توحي ا مسألة بسمطة فما هذا الجهول 
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ودي الما رغبتنا باستخدام نتج تما او طریقتما . ولکنا حين نسير في هذه 
الحطة قد نجابه طبعا صعوبات ولكن لدينا فكرة للبدء وهذا مربح كبير 
على کل حال . 

۽ - ولسناتجد مثل هذا المربح اذا ل تجد مسألة سى حلما فسها ججهول 
يشبه مجمول المسألة التي أمامنا . وهنا تنجد صعوبة كبيرة في حل المسألة . 

« أوجد مساحة سطح كرة اذا عرف نصف قطرها» . هذه مسألة حلا 
ارخمیدس . وقد لا نجد لدینا مسألة اسہل منما ذا الجول . ولم جد ارخميدس 
ایضا بالتاً کد مسألة اسہل منہا كن ان يستعملما . وهذا ما بحعل حل 
ار ىدس للمسآلة واحدآ من ابرز الاعمال الرياضة . 

« اوجد مساحة الكرة المرسومة داخل المرم الثلاڻى اذا عرقت أطوال 
حافاته الست » . 

>» المسألة‎ Ele CR E 
. اذ لا ىقى علبنا الا أن تعبر عن نصف قطر الكرة بدلالة اطوال الحافات‎ 
. وهذا ليس سلا ولكن صعوبته لا تقارن بصعوبة مسألة ار يدس‎ 

فان معرفة او عدم معرفة مسألة ستى حالما بالجهول تفسه قد تنطوي على 
كل فرق بين المسأالة السہلة والمسألة الصعبة . 

٥ه‏ - عندما وجد ارخمىدس مساحة سطح الکرة لم یکن يعرف > کا دكرنا > 
اى مسألة سى حلما لما هذا الجهول . ولكنه كان يعرف عدداً من المسائل ها 
و فثمة عدة سطوح منحنمة کان ابجاد مساحاتها اسل وڪانت 
معروفة معرفة جىدة قي ابام ار ىدس › كالمساحة الظاهرية للاسطوانة الدائرية 
القانمة والمخروط الدائري القام وقطعة هذا الخروط . ولنا ان نعتقد يقننا أن 
ارخميدس قد نظر بعناية في هذه المسائل . فمو في حله يستعمل تقريا لمساحة 
الكرة على أنها جسم مر كب من مخروطين وعدة قطع مخروطية ( انظر 
التعريف > ٦‏ ) . 


اذا عجزتا عن امحاد مسألة سبق حلما نما ذات الجهول الذي في المسألة المعطاة 
لنا فانحاول ان نجد مسألة ها مجول يشبه . والمسائل التي من هذا النوع 
تكون اقل صل بسألتنا من مسائل النوع الاول وهي من ثم لايسمل كثيراً 
استخدامما للغرض الذي نتوخاه ولکن قد بکورن ها قمتہا کدلیل على 
کال : 

- والبك الآآن بضع ملاحظات تتعلق « بسائل البرهان » . انها تقاإبل 
الملاحظات المفصلة السابقة عن « مسائل الاجاد » . 


انك تعطي نظرية بعبارة صربحة واضحة وعليك ان تبرهن على صحتما أو 
بطلانها . فأي نظرية برهنت علبما في الماضي عا يتعلتق بصورة ما بالنظرية المعطاة 
لك قد تكون ذات فائدة الا اننا نتوقم الفائدة الا كبر من النظربات التي ها نفس 
المطلوب الذي للنظرية التي امامك . فاذا عرفت ذلك فانظر الى المطلوب اي 
انظر في مسألتك ودقق النظر فى المطلوب ؛› وطريقة النظر الى المسألة عكن 
التمبير عنما بالشكل التالي : « اذا كان اا مار 


وهذا وجه انتىاهنا نحو المطلوب فنحاول ان نتذ كر نظرية نعرفيا فما هذا 
المطلوب او مطلوب يشهه ونحاول بشكل خاص ان نتذ كر نظرية سلة من 
هذا النوع . 

فقي الحالة السابقة نجد عدة مسائل من هذا النوع فقد نتذ كر مثلا : « اذا 
تطابى مثلثان كانت زواباها المتناظرة متساوية » . فنا نظرية دات صلة 
بنظریتك وقد برهن علیما من قبل . فہل كنك ان تستعملما ؟ هل یازم اتف 
تدخل عنصر ا مساعداً حعل استی اها مکتا ؟ 

فبمذه التوجهات وبمحاولتنا ان نحكم على الفائدة التي قد جما من النظرية 
التى تذ كرناها قد نحصل على خطة ما مثلاً اثبات تساوي زوايا معبنة عن طريق 
تطابی مثلثین . فہنا علبنا ان ندخل مثلثین بجحویان هذه الزوایا ونثبت تطابقها. 
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وهذه خطة جدة حتما كنقطة ابتداء وقد تؤدي نہائت] الى المطلوب ¥ في 
الم ۹ ۔ 

۷ - ولنجمل ما تقدم : اذا تذ كرنا مسائل سبق حلما ها نفس الجحہول او 
مجہول يشہه ( او نظربات سبق اثباتا ها نفس المطلوب او مطلوب يشبهه ) 
فلا امل واسع في بداءة صائبة وقد يؤدي ذلك الى اكتشاف خطة للحل . وفي 
الحالات البسبطة > وهي الاعم في المراحل الابتدائية تكون اسل المسائل الي 
ها نفس المجمول ( او النظريات الى نها نفس المطلوب ) كافسة على الغالب . 
E N O O E EE‏ 
الصدد في القسم ج ) . ولكن الغريب ان هذه الخطة السهلة المغبدة ليست واسعة 
الانتشار . وخبل الى المؤلف انہا لم تذ کر من قبل بشکل عام شامل . إلا اس 
اساتذة الرياضات وطلاا لا يستطبعون انكار الفائدة فى الاستعال المناسب 
للتوجىه : انظر الى المحول وحاول ان تفكر فى مسألة تعرفما ها هذا المجہول 
او مجېول باثله . 


بابس : 

رياضي بوناني كبير عاش على الغالب حوالي ۳٠۰‏ م . وله كتاب 
Collectiones )‏ ( ده ف الجزء السابع منه تکل عن موضوع دسمه 
Analyomenos )‏ ) یکن ان نترجه الى « تحلىلىات » “ او « قن حل المسائل» 
او « الهورستىكا » . ونحن تفضل هنا الترجمة الاخيرة . وتحت متناول يدنا 
ترحمة جدة ( الى الانجليزية )* لما كتب بابس والىك ما قاله مترحجا عن الأصل 
بتصرف : 

« ما نسمبه باهورستىكا هو باختصار بموعة قواعد م اولئك الذين برغبون 


* T.L.Healh : The Thirteen Books of Euclid’s Elements, 
Cambridge, 1908, Vol. I, p. 138. 
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دعل دراسة } الاصول» ان بکتسوا اأقدرة على حل المسائل الرياضىة ¢ وفائدته 
تنحصر في هذه الغارة ي وقد وصفه ثلاڈة رجال م اقلىدس واضم E al‏ الاصول 
واپلونيوس البرجاوي > وأرستايوس الكبير . وهو يشرح طرق التحلسل 
والتر کیب . 


« ففي التحلبل نبداً من المطلوب فذسلم به ونستذتج من النتائج نتائج اخرى 
حت نصل الى نقطة عكن ان نتخذها مدا للتر كسب . اي اننا في التحلىل نعتبر 
ما بطلب عله انه قد عمل ( ما بطلب احاده انه قد وجد وما بطلب اثاته اذه 
قد ثبت ) ثم نتساءل : من اي شيء عکن ان ينتج ذلك ثم من اي شُيء یکن 
ان ينتج هذا الشيء وهكذا ننتقل من شيء الى شيء حت نقع على شيء سبق 
معرفته او مسلم بصحته . وهذا الاجراء نسميه التحليل او الحل المعكوس او 
الاستنتاج القمقري . 

« ونسبر على عكس هذا الاجراء في التر كب فندأً من آخر نقطة انتهى بها 
التحليل »> ما سبق معرفته او سامنا بصحته . ومنه نستنتج الخطوة التي سبقته 
ونستمر في استنتاجاتنا حت نصلبتعقب خطوات التحلىل عكسا الى المطلوب. 
وهذا الاجراء نسمبه الت ركيب او الحل الانشائي او الاستنتاج التقدمي . 

« والتحلىل نوعان : احدها تحلىل مسألة الاثبات وغايته اثبات النظربات 
الصحسحة > والثاني تحلىل مسألة الابحاد وغايته امحاد الحمول . 

« ففي مسألة الاثبات نعطي نظرية ما أعنطوق واضح وراد منا اثبات 
صحتہا او بطلانها . وحن لا نعرف بعد هل هي صححة ام عخطوءة . ولکننا 
نستفتج منها نظرية اخرى ب ومن ب نظرية اخرى ج وهكذا حت نصل الى 
نظرية اخيرة ل نعرف عنما شيا اكداً . فاذا كانت ل صحمحة كانت أ صحبحة 
شرط ان تكون الاستنتاحات كلما قابلة للتحول . فمن ل نارهن على صحة 
النظرية ك التي سبقتما في التحلىل »> وهكذا نتعقب خطواتنا رجوعا > فمن < 
نادهن على ب ومن ب نبرهن على ا , 
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وهكذا يتم لنا ا لمطلوب . أما اذا كانت ل خاطئة فتكون أ خاطئة ايضا . 

« وفي مسالة الابمجاد » براد منا ان نجد مجولاً ما س بحقتقى شرطا معنا .ولا 
نستنتج منها مجهولا آخر ص بحقتى شر طا ينجم عن‌الشرط الأول ثم نربط ا حول 
ص ہمجہول آخر وھکذا حت نصل الى مجہول اخیر ع نستطیم ان نحصل عله 
بطريقة معروفة . فاذا لقنا المحهول ع الذي يفي بشرطه نجد الجہول س الذي 
يفي ايضا بشرطه على ان تكون الاستنتاجات كلما قابلة للتحول . فنجد اولاً ع 
ومنما نجد الجول الذي يسبتق ع في عملية التحلبل وهكذا نعود القهقرى 
فنجد ص ومنما نجد س فنحصل على المطلوب . أما اذا ل نجد ما بحقتى الشرط 
الممروض على ع فالمسالة لا كن حلما بالنسبة الى س » . 

ولا ننسى ان نذ كر ان ما تقدم ليس ترجمة حرفية بل هو صورة منقحة )ا 
كتب بابس وبين هذه الصورة وبين الاصل فروق تس تستحت الاعتار لأن ما کته 
بابس بهمنا لأسباب كثيرة : 

)١(‏ فالصورة التي سقناها تستعمل اصطلاحات غددة اكثر من الاصل 
وتستعمل الرموز | ٤‏ ب ٤ ل۰٠۰۰ ٤‏ س ؛ ص 6 »** ع وھا ما لس 
في الاصل . 

(۲( والصورة تذ كر التعبير « المسائل الرياضة » بىةا المقصود في الاصل 
ء« المسائل المندسىة » وهذا اشارة الى ان الاجراء الذي يصفه بابس لا ينحصر 
استع اله في المسائل الهندسىة . بل انه لا ينحصر في المسائل الرياضة وحدها . 
وهذا ما يازم ان نوضحه بالامثلة فان كون هذا الاجراء عاماً مستقلاً عن موضوع 
المسالة أمر هام ( انظر القسم ٣إ‏ ) . 

(۳) مثال جبري : اوجد قيمة س في المعادلة . 

۸ ( س + ¢ س  )‏ إہ ( ٣س‏ + ٣سس‏ ) + ۹۰۹ = ۰ه 
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هذه مسألة من « مسائل الاجاد » وهي ليست سلة على الميتدىء . فمنىغي 
ان يكون لديه فكرة عن التحلىل . ولا نعني بذلك كامة « التحليل » ذاتWما‏ 

طبعا ولكن نعني الطريقة التي تستهدف الوصول الى الجواب بالتبسبط المتكرر . 
مااع و 
المعرفة الجىدة بحتاج الى فكرة جمدة » الى شيء من الحظ › الى ابتكار > 
بری ان 4 س = ( ٣س‏ )۳ وان ۽ س = ( ٣س‏ ) س . فاذا عرفنا ذلك فقد 
يعن لنا ان نضع : 

ص = ۲ . 
فاذا عوضنا نجد هذا مفيداً فعلاً اذ ينتج معنا معادلة في ص هي : 


+ خخ‎ ۰١ د‎ o4 


وهذه مسألة اسل من المسألة الاصلىة ولكننا ما زلنا محاجة الى اختراع 


جدید وتعویض جدید : فلنضع : 
۱ 
E E‏ ۰ 
فىنتج أن : 
‘=Ao+Eot—YER‏ 


وهنا ينتهي التحلىل شرط ان يكون الذي محل المسألة يعرف حل المعادلات 


الترسىعسة ۰ 


والآن بأتي دور التر كب وهو السير خطوة خط وة ف احراء العملىات 
الحسابمة التى أظهرها لنا التحلىل . فالذي بحل المسألة لا بحتاج الى فكرة جديدة 
كي يكمل الحل وهو لا بحتاج الا الى الصبر والانتباه في العمليات الحسابية التي 
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توجد له قم الجاهمل . والترتيب الذي تجري به هذه العبليات عكس الترتيب 
\Y :‏ 
الذي تم به اختراع الحل : فنجد اولع (ع =-> ٠‏ )ثم ص ( ص = ۲> 


٤ ا‎ ۱ ۱ 
.(¥—++ <6 — ¢ CT a Ea I E ES 


فالتر كيب يتعقب بشكل عكسي خطوات التحلىل > والممال يوضح لنا ذلك . 


()) مثال غير رياضي : رجل بدائي بريد ان بعبر جدولا » ولکنه لا 
يستطيع ان بخوض فبه لأن الماء مرتفع . وهكذا يغدو له عبور الجدول مسألة. 
« فعبور الجدول » هو الول س في هذه المسألة البدائة . وقد يتذ كر الرجل 
انه عبر في الماضي جدولاً مثله على جذع شجرة سقطت عليه . ثم هو ينظر لعل 
جحد شجرة مثلما ساقطة ( بجعلما جمولاً جديداً »> ص ) فلا بجدها ولكنه جد 
اشحاراً عدة منتصىة على ضفة الجدول فىتمنى لو تسقط منما واحدة . ولكن 
هل يستطبع ان بحقتى هذه الامنية ؟ هنا فكرة طببة وجول جديد . ڪيف 
يوقع الشجرة على الجدول ؟ 

هذه الافكار المتوالىة تحليل حسب اصطلاح بابس . فاذا نجح الرجل البداني 
في تحلله فقد يغدو مخترع الجسور والفؤوس . فما التر كب ؟ هو ترجة التحلبل 
ال الفة لعل . 

والخطوة النهائية فيه هي السير على جذع الشجرة فوق الجدول . 

وموضوعات التحلىل هي نفسما موضوعات التر كنب . موضوعات واحدة 
تجد ذهن الرجل في التحليل وتجد عضلاته في التر كيب . فالتحلسل افكار 
والتر كيب اعمال . ثم هناك فرق خر ذلك ان التسلسل معكوس : فعمور 
الجدول هو اول رغبة تشبر التحلىل وهو آخر عمل ينتهي به التر كيب . 


(ه) والصورة التي قدمناها عن بحث بابس تظهر بشكل اوضح من الاصل 
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الرابطة الطبعىة بين التحلىل والتر كىب وهذه الرابطة تظمر بوضوح بلمثالين 
السابقين . فالتحليل ينجم. بطبيعته قبل التر كيب . والتحليل ابتكار والتر كيب 
تنفيذ . التحليل وضع الخطة والتر كسب تنقذها . 

)٩(‏ وصورتنا حافظت على بعض الامور المستغربة في الاصل بل ابرز ا 
بوضوح : « نعتبر ما يطلب عله کأنه قد عمل وما بطلب امجاده > کأنه وجد »> 
وما يطلب اثباته كأنه قد ثبت » . الس قي هذا تناقض ؟ الس خداعا لانفس 
ان نعتر ان المسألة التي تريد حلما حلولة ؟ هنا وض > ما معناه ؟ ولكن اذا 
نحن راجعنا النص بانتباه » وحاولنا خلصين ان نراجع خبرتنا في حل المسائل 
فلا بىقى َة تناقض ولا هوض . 

فلننظر اول في « مسألة الابجاد » . ولنسم الجهول س والعطيات أ٤ب٤>‏ . 
فاعتسارنا المسألة محلولة بعنى ان نعتبر ان هناك شيا ما « س » محققى الشرط اى 
کے ف ادات ن | ی ال و ار و اا ر ن 
اجل البدء في التحلبل لا غير . انه موقت عارض وهو لا يضر لانه اذا ا يكن 
هناك هذا الشیء واتفق ان ادی بنا التحلىل الى حد ما فو حتما سبؤدي بنا الى 
مسالة لس لما حل وهذا يدلنا على ان مسألتنا الاصلة ليس ها حل ا 
ففرضنا مفمد . ثم نحن لكي نفهم المسألة لا بد ان نرى »> ان نتصور في الذهن > 
او ان نتخبل هندسا هذه العلاقات التي بقتضما الشرط بین س › ٤ ١‏ ب > ج ؛ 
فکكىف نفعل ذلك من غیر ان نری ونتصور ونتخىل وجود س ؟ واخیراً فان 
فرضنا طبيعي قالرجل البدائي الذي استعرضنا افكاره واعماله في الملاحظة(؛) 
بتخىل نفسه سائراً على شحرة ساقطة عبر الجدول قبل ان يسر فعلاً فمو اذرنت 
بری ان مسألته قد حلت . 

أما « مسألة الاشىات » فغايتما اثبات نظرية ما أ . وقولنا بان نعتبرها 
ثبتت هو دعوة للذهن لاستخلاص نتائج منہا وان نكن ل نثبتها بعد . وبعض 
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الناس نعم طبيعتهم الذهنية أو مبادم الفلسفبة من استخلاص نتائج من نظرية 
م تثبت > فمؤلاء ما هم وللتحليل . 
قارن مادة الاشکال 6 


(۷) وصورتنا تذ كر فى موضعين العبارة : « شرط ان تكون الاستنتاجات 
كلما قابلة للتحول » . وهذا اضافة من عندنا فالاصللا بحوي شيا من ذلك وهذا 
نقص تنمه له الناس حديثا وانتقدوه . انظر المادة المسألة المساعدة »> ٠‏ ليحث 
فكرة « التبسط المتحول » . 


(۸) وتحلىل « مسألة الاثبات » شرحناه بكامات تختلف اختلافا بنا عا 
في الاصل ولكن ليس ثة اختلاف في المعنى › أو ليس ثة اختلاف مقصود . أما 
« مسألة الامجاد » فتحلبلما شرحناه بشكل بحسم اكثر ما في الاصل . فالاصل 
يشير على ما يبدو الى إجراء أعم > الى سلسلة مسائل مساعدة متكافئة » ما 
هو مشروع في مادة المسألة المساعدة؛ ۷ . 


)٩(‏ ان كثيرآ من الكتب المدرسبة الابتدائسة في المندسة بحوي 
ملحوظات قللة عن التحلىل والتر كب « وفرض المسألة حلولة » . وليس ثمة 
شك في ان هذا التقليد اتحدر البنا من بابس ولم تمحه الايام > رغم اننا قد لا نجد 
في مؤلفي هذه الكتب من يعرف بابس معرفة مباشرة . والموضوع من الامية 
حسث حدر ذ كره في الكتب المدرسىة ٤‏ ولکنه يسہل ان يساء فہمه . وظہوره 
في كتب المندسة وحدها دلبل على وجود سوء الهم هذا على نطاق واسع . 
( انظر الى الملحوظة ۲ ) . فاذا كانت الملحوظات التي جئنا بها هنا تمد 
الى فهم أحسن في تستحتى ما بذل من اجلما . وفي مادة العمل العكسي مثال 
خر ونظرة في الامر من ناحبة اخرى وملحوظات جديدة ( قارن ايضا المادة 
طررقة الخلف والبرهان غير الماشر ٤‏ ۲ ) . 
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بدغة الخترغ 

قد يكون مع الخطة الاكثر طموحاً امل أوسم في النجأح . 

وفي هذه رنة تناقض . الا اننا عندما نغير المسألة المعطاة الى مسألة اخرى 
فكثيراً ما نجد ان المسألة الاكثر طموحا أطوع من المسألة الاصلىة . وكذلك 
قد نجد ان الاحابة عن عدد من الاسئلة اسهل من الاحابة عن سؤال واحد؛ 
والنظرية الاشمل قد تكون أسہل برهانا والمسالة الام قد تكون أطوع حلا . 

وما يبدو لنا في هذا من تناقض بزول اذا نحن دققنا النظر في بضعة أمثلة 
( التعمم » ۲ ؛ الاستقراء والاستقراء الرياضي › ۷ ) والخطة الاكثر طموحا 
يكون معا أمل أوسع قي النجاح شرط ألا تكون مبنىة على افتراضات ليس هما 
سند بل على بصبرة تنفذ الى ما وراء العناصر الظاهرية . 


برنارد بولزانو 


۱۸٤۸ - ۱۷۸۱ (‏ ) منطقي رياضي کرس جزءاً کبیراً من عرضه الشامل 
لمنطق ) Wissenschaftslehre‏ ) لىحث اهو رستىکا ( الجزء الثالك “الصفحات 
0۷6-۴۳( . 

وعن هذا الجزء من حه قال : « لا خطر لی على بال ان يمقدوري ان ات 
هنا بي طريقة للبحث لم يعرفما من قد اهل المواهب كلم . ولا أعد احداً 
ان جد هنا شيا جديداً من هذا النوع . ولكني باذل جمدي لان اضع بکلمات 
واضحة قواعد البحث وطرقه التى بتبعما أهل الكفاءة من حسث يشعرون أو لا 
رر باولا ورن اروز انى باق غاا مد ع ى مد 30 ا 
ان لي ملا في ان القلىل الذي اعرضه هنا سيرضي بعض الناس وسبكون ذا 
٠ NT‏ ۰ 
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التخصيص 


التخصص هو صرف النظر عن مموعة كبيرة من‌العناصر وحصره في موغة 

١‏ - مثال : اذا كان نى نصف قطر الدائرة المرسومة داخل الث › نق 
نصف قطر الدائرة الحطة به وكان | كبر ارتفاعاته ع فان 

نق + نق = ع . 

والمطلوب اثىات صحة هذه النظرية ( او بطلانها ) * . 

فلدينا اذن « مسألة اثبات » . وهي نظرية من نوع غير مألوف . فنحن قد 
لا نتذ كر أي نظرية عن اثلث فما مثل هذا المطلوب . فان كان ذلك فلننظر 
في حالة خاصة من هنفه النظرية . وابرز الحالات الخاصة لمثلكث هو اثلث 


فان لم تتبادر الى ذهننا الآن فكرة جديدة فلنوسع تطاق التخصبص 
ولنأخذ المثلث المتساوي الساقين وهنا يتغير شكل المثلث حسب زاوية رأسه 
ببننمايتيناحداها عندماتصبح زاويةالرأس‌صفرآوالثانبةعندما تصبح٠۸٠درجة‏ . 


۱ 
ففي المحالة الاولى تتلاثى قاعدة الثلك ویصبح نی = e ٠‏ ع وتکون 


: السؤال مأخوذ من‎ 
The American Monthly, vol. 50 (1943), p. 124. and vol. 51 (1944), 
pp. 234-236. 
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النظرية ضخبحة . وي الحالة الثانبة تتلاشى الارتفاعات ويكون : 
نق = + ٤‏ نق = ص ٤ع ٠=‏ 
وهنا لا تصح النظرية . 
واذن فقد برهنا على أن النظرية خاطئة » وهكذا حللنا المسألة . 


ويتضح الآن أن النظرية تكون باطلة في كل مثلث طويل القاعدة زاوة 
رأسه قريبة من ۱۸١‏ درحجة فىمكن ان نتخلى عن نهاية الاوضاع اذا كان اتخاذها 
اساسا للحل لا بعتبر سلما . 

۲ - « الاستثناء ارهن القاعدة » : هذا مثل سائر ولکن بنىغی ألا نعتره 
اكثر من نكتة تبعث على الضحك من تراخى بعض المقاييس المنطقة . اما الجد 
فىقضي بان استثناء واحداً يكفي لن ينقض أي قاعدة او تمم نقضاً قاطا . 
بل ان الطريقة المألوفة > بل افضل الطرق احسانا > لدحض مثشل هذه القواعد 
هو الاشارة الى مثل تخفى فما وهذا ما ماه بعض الكتاب الخال المضاد . 


نما يدعي انه قاعدة عامة ينبغي ان يسري على موعة حالات > ولكى ندحضه 
لخصص الط فق ج حال من هده االات لا ري علا القاعناة رالنان 
السابى ( في ١‏ ) يظهر منه كيف نصنع ذلك . فنحن تفحص بادىء الامر حالة 
خاصة بسبطة نختارها لا على التعبن ما يسمل اختباره . فاذا تبين ان القاعدة 
لا تنطبتى علبما تنقض القاعدة وينتهي الأمر . اما اذا كانت هذه المحالة تتشى 
مع القاعدة فقد يؤدي فحصنا ها الى فكرة جديدة “٤‏ كأن ينطبم في دهننا ان 
القاعدة قد تون صحىحة ويتبدى لنا سل الى اثباتها > أو قد نتجه اتجاها 
جديدا في البحث عن المثال المضاد اي حالة اخرى نختبر فسا القاعدة > وقد 
نضطر الى تعديل الحالة التي فحصناها او تغبيرها او فحص تخصبص اوسع نطاقا 
او البحث عن نابات الاوضاع ا بينا في المثال ١‏ . 


ونهايات الاوضاع ذات فائدة خاصة . فاذا قبل ان قاعدة ما تنطبقى على كل 
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ذوات الثدي في ينبغي أن تطبى على الغريب منها ايضا كالحوت . ففقحصه قد 
يؤدى الى دحض القاعدة . وهذا أمر محتمل ذلك أن الحالات المستغربة او 
المتطرفة قد تغبب عن اذهان الذين يصنمون التعمم ٠‏ اما اذا ثبت أن القاعدة 
تنطىق على هذه الحالات المتطرفة فمذا دلبل قوي بويد القاعدة ) كان أداة قودة 
بيدنا هدما . واذن فقد نعدل المثل السائر الذي بدأنا به بقولنا : « ماقد 
بكون استثناء هو اختبار للقاعدة » . 

مشال ١‏ اذا اعطينا سرعتي باخرتين ووضع) في لحظة ما وعلمنا ان كل 
باخرة تسير على خط مستقم بسرعة ثابتة فأوجد اقصر مسافة بينها . 

ما الجهول ؟ اقصر مسافة بين جسمين متحر كبن . وينبغي أن نغتبر الجسمين 
نقطتين ماديتن . 

ما المعطبات ؟ وضع النقطتين الابتداني وسرعة كل منما . والسرعتارن 
ثابتتان مقداراً واتجاها . 

ما الشرط ؟ بحب تعبان اقصر مسافة > أي 
المسافة بين النقطتبن المتحر كتين « الماخرتين» عندما ي 
تکونان اقرب ما یکن الى بعضہا . 7 أ 

ارسم شکلا وادخلالترقع المناسب : فی شکل 
۸ رمزنا للنقطتين في وضعها الابتدائي بالرمزين اأ“ 
ب . والخطان المتحہان أ ل > ب ك ملاس 
السرعتين > فالماخرة الاولى تبداً من أ بإتحاه أ ل 
وتقطع مسافة أ ل في وحده الزمن ۰ والىاخرة 
الثانىة تسر بالمثل بالاتجاه ب ك . ۶ ل 

ما الحپول ؟ اقصر مسافة بين باخرتين احداها 
تسیر باتجاه أ ل والاخریى باتجاه ب ك . 
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فقد أتضح الآن ما الذي بحب ان نوجده . الا اننا اذا أردنا ان نستع ملل 
الوسائل الابتدائىة فقط فطربقة ابحاده ما تزال عندنا مجمولة . فالمسألة ليست 
ا ةا ووا ان جال التغبير فما واسع . فالنقطتان أ > ب٠‏ والسرعتان 
أ ل > ب لك كن اتخاذها بعدة اوضاع فالواقع اننا اخترنا النقاط أ ٠‏ ب »> ل > 
ك؛ اعتباطاً. ونحن نعرف أنهمي) اختلفت هذه المعطبات فال حل بجحب أن يسري 
علا جيعا ولسنا ندري بعد كف نجعل حلنا يشمل كل الاوضاع . فشعورنا بان 
في المسألة هذا التنويع قد يؤدي الى هذا السؤال : 

هل تتخل مسألة تتصل هذه وسل حلما ؟ مسألة اخص ؟ طعا » فنالك 
الحالة الخاصة المتطرفة عندما تتلاشى احدى السرعتين . اجل فالباخرة ب قد 
تكون راسىة وعندها تنطبق لك على ب . فاقصر مسافة بين الباخرة الراسة 
والباخرة المتحركة هو العمود النازل على الخط الذي تسير عله الباخرة 
المتحركة . 

۽- فاذا جاءتنا الفكرة السابقة مع وعيكامل بان قد بقي وراءها الكثير ما 
ينبغي ان نعمله ومع شعور بان هذه الحاله المنطرفة « التي يمدو انما اسل من ان 
تكون ذات شأن في الحل » قد يكون لما دور تلعبمه - فالفكرة لاشك 
فكرة نيرة . 

هنا مسألة تتصل بسألتك » الحالة الخاصة التي حالتها . فمل كنك ان 
تستعملہا ؟ هل عکنك ان تستعمل نتیجتہا ؟ هل ازم ان تدخل عنصراً جدیداً 
بجعل استخدامہا مکنا ؟ ينبغي ان نستعملہا . ولکن کف ؟ كيف يکن 
ان نستعمل.الحالة إلتي تكون فما ب ابت ة في حل المحالة التي تكون فما ب 
متحركة ؟ ان السكون حالة خاصة من حالات الحركة . والحركة نسسة . اذن 
فما كانت سرعة ب فبامكاني أن أعتبر أنها ساكنة ! فلنوضح هذه الفكرة : 


۱۲۲ 


ادا حن اعطنا لمحموعة 
( الباخرتين ) سرعة منتظمة واحدة 
فوضعاها النسسان لا يتغيران والمساقفة 
النسيمة بينما لا تتغبر ولاسما اقصر مسافة 
بينه) وهي التي بطلب امجادها . ففي 
امكاني ان اعطم) سرعة تجعل سرعة 
احدا هما صفراً . 

وهكذا نبسط الالة العامة في المسألة 
بتحو لما الى الحالة الخاصة الى حللناها . 
ل ی و ی ت 
نضىفما الى كل من ب لك > أ ل . وهذا هو العنصر المساعد الذي بجعل استعال 
الحالة الخحاصة مكنا . 


ه - فا لل السابق في ( ٠۳‏ ) ) بحوي غوذجا منطقا بستحت ان نحلله 
وان نتذکره . 


فلكى نحل المسألة الأصلبة ( الأسطر الاولى في ۴ ) جانا الى حل مسألة 
أُخرى ( +“ الأسطر الأخيرة ) عكن ان تعتبرها حى المسألة المساعدة . وهذه 
المسأالة المساعدة حالة خاصة من المسألة الأصلىة ( الحالة الخاصة المتطرفة الى 
تکون فما احدی الباخرتبن فی حالة سکون ) . ۰ 

والمسألة الأصلىة فرضت علينا » أما المسألة المساعدة فابتكرناها فى سبل 
ا لحل . والمسألة الاصلىة كانت تبدو صعبة . أما المسألة المساعدة فقد جاء حلما 
قي الحال . والمسألة المساعدة كانت قي الحققة حالة خاصة اقل طموحا بكشر 
من المسألة الاصلىة . فكىف امكن أن نحل المسألة الاصلىة على اساس المسألة 


۴ مس ۹ 


۱۲۳ 


المساعدة ؟ لأننا بطنا المسألة الاصلية الى المساعدة بأدخال ميدأ اضافي هام 
( عن نسبية الحركة ) . 

وقد حللنا المسألة الاصلىة بفضل ملاحظتين : اولاها ابتكار مسألة مساعدة 
مفىدة والثانة اكتشاف ملاحظة اضافىة مكنتنا من المغى من المسألة المساعدة 
ان آلا 0 الامة م ولق الاك الا رن 6 ن أن ت 
الجدول بخطوتين اذا نحن توفقنا في العثور في وسطه على الحجر المناسب الذي 
عکن أن نتخذه موطیء قدم . 

وصفوة القول أننا اتخذنا المسألة الاسيل الأقل طموحا الخاصة المساعدة 
كموطىء قدم لحل المسألة الاصلبة الأصعب الا كثر طموحا العامة . 

- ويستعمل التخصص في حالات أخرى كثرة لا عكن أن نناقشها 
هنا . فيكفي أن نشير الى أنه يكن أن يستعمل لاختبار الحل ( هل بعكنك ان 
ان تحقق النتىجة ؟ »۲ ) . 

ومن انواع التخصص البدائة نوع يمد المدرس وهو ان يعطي تفسيراً ماديا 
للعناصر الرباضىة المحردة في المسألة . فاذا كانت المسألة تحتوي على متوازي 
مستطىلات فىمكن المدرس ان يتخذ الحجرة الى يدرس فا كمثال على ذلك 
( القتسم ) > وني الهندسة التحلبلية الحسمة يكن ان بتخذ ركن حجرة 
الدراسة لىمثل نقطة الأصل للاحداثىات وارض المحجرة والجدران لتمثل 
المستويات الاحداثبة الثلاثة والحرفان الافقىان والحرف الرأسي لتمشل الحاور 
الاحداثبة الثلاثة . ولشرح السطح الدوراني عكن المدرس أن برسم خطا ما على 
الباب ثم يفتحه ببطء . هذه بالطبع حبل بسبطة > ولكن ينبغي ألا نألوا جداً 
في تقريب الرياضبات من الحباة البومية للطلاب؛ فالرياضبات لأنها عل جرد عض 
يتبغي عرضہا کشيء مادي جداً . 


اذا شثت ان تعرف مزايا الترقم ال جد اذا حسن اختياره وانتشر استعماله > 


۲4 


فجرب أن تجمم بضعة اعداد شرط ألا تكون صغيرة جدا والا تكتبما بالارقام 
المندية - اكتبما بالارقام الرومانبة اذا شئت . وخذ مثلاً الاعداد ) MMMXC‏ 
(MDCCCLXXXVIN, MDCCLXXXI, MDCXLVI, MDXCVI,‏ „ . 


وللترقم الجبد في الرياضبات أهية بالغة . قرجال الحسابات المعاصرورثت 
باستعما لمم الترقي العشري احسن حال بكثير من زملامم القدماء الذين لم يعرفوا 
هذا النظام الرائم لكتابة الاعداد . والطلاب المعاصرون العادبون عا يعرفون 
من النظام الرمزي المتبع في الجير والمندسة التحلبلببة وحساب التفاضل 
والتكامل احسن حالاً بكشير من رباضى النونان عند حل مسائل المساحات 
راکھی ای کان فده فار خد م هد 

- ان التكلم والتفكير عملىتان مترابطتان »> واستعمال الكلمات عون 
للعقل . حت لىذهب بعض من الفلاسفة وعاماء اللغات الى الت كىد بان الكمات 
ضرورة لازمة لاتفكير . 

ولكن يبدو أن في هذا بعض المغالاة > نمن كان له خبرة بسبطة بالدراسة 
الرباضة الجادة يعرف أنه يستطبم أن يبذل شيئًا من التفكير العسق بمجرد 
النظر في شكل هندسي أو معالجة رموز جإرية من غير أن ينطق بكلمة 
واحدة . بىد أن الاشكال والرموز ترتبط ارتباطا وشقا بالتفكير الرياضي 
اف س ار 6 حى الف ان ل ذلك اراي الق: الى 
براه الفلاسفة وعاماء اللغات بوضع الكلمات وغيرها من الاشارات قي مرتسة 
واحدة > فنقول : يدو أن الاشارات ضرورة لازمة للتفكر . 

وعلى كل حال فان استعمال الرموز الرياضبة كاستعمال الكلمات »> وان الترقم 

الاعداد التي يذكرها المؤلف هي عل الترتیب : ۳۰۹۰ ٠۱۷۸۱ ۰۱۹٤٩ ٩۰ ۱۵۱۹7 ۰٩‏ 
۸۷ »+ وأن محاولة جمع هذه الاعداد بدون كتابتما بالارقام البندية بين ميزة هذا النظام 
الذي اخذه المرب من الهند ونمروه في العام . ( المقرجم ) 


1Y0 


الرباضي نوع من اللغة > لغة تلام اهدافما كل الملاءمة “ موجزة ودققة »> وها 
قواعد ليست كالقواعد اللغوية فهي لا تقبل الاستثناءات . 
i SS CE UGE e‏ 


۲ - وبعض الرموز الرياضبة مثل + > - » = و كثير غيرها ها معنى ثابت 
تقليدي » ولكن بعض الرموز الأخرى يستعمل بعاني مختلفة في المسائل 
الحتلفة . فعندما نجابه مسألة جديدة ينبغي أن نختار ها رموزآ فعلينا أن نضم 
الرموز المناسبة . وهناك ما يقابل ذلك في الكلام العادي > فكشير من الكامات 
تستعمل بعاني ختلفة في المناسبات الختلفة . 

وعندما تهمنا الدقة ينبغي ان ننتقي كلماتنا بعناية »> ومن الخطوات المامة 
في حل أي مسألة اختبار الترقى المناسب ها . وهذاينبغي ان بجري بعناية . 
فالوقت الذي نذله في اختار الرموز نوفره خلاصنا من التردد والالتباس . 
أضف الى ذلك أن عنايتنا باختمار الرموز المناسبة تجعلنا ندقق النظر في عنادسر 
المسالة التي سترمز الها وبذا قد يؤدي اختبار الرموز الى فيم المسألة . 

- والترقم الجيد يكون خلواً من الغموض » خصبا > يسمل تذكره > 
وفبه نتحاشى خطر الرمز الذي يحمل اكثر من معنى واحد > ونفيد من مزية 
الرمز الذي قد حمل معنى ثانا مفىدآ . وفبه ايضا يوحي ترتيب الاشارات 
والروابط التي بنا بترتيب الآشاء المرموز الها والروابط التي بينما . 

۽ - فالاشارات ينبغي أن تكون قبل كل شيء خاو من الغموض . فلا 
جوز ان نستعمل رمزاً واحداً الى شيئين ختلفين في مسألة واحدة . فادا مىت 
شيا ما في مسألة ما بالاسم أ فتجنب أن تسمي ذا الاسم شیا آخر ذا صل 
بلمسألة نفسما . ولكنك تستطبمع طبعا أن تستعمل أ معنى آخر في مسأالة 
A‏ 

ومع أنه ينع استعمال رمز واحد للالالة على شيئين عختلفين في مسألة واحدة 


۱۲٦ 


الا أنه لا ينع استعمال رموز مختلفة للدلالة على شيء واحد فان حاصل ضرب ا 
في ب کن أن نکتبه باي من الاشكال : 


أ × ب او أ . پ او أب . 


ونجد أحبانا أن من المهبد ان نستعمل اشارتين او اكثر للالالة على شيء 
واحد ولكن في هذه الحالة يزم الانتباه الكافي . ولذا يستحسن عادة ان 
يستعمل رمز واحد للشيء الواحد ولا جوز في اي حال من الاحوال استعمال 
عدة رموز اعتباطا بلا مارر . 

ه - والاشارة الجىدة ينغي ان تکون بحسث یسہل تذ کرها ویسہلالتعرف 
علا فالاشارة بحب أن تدلنا بسمولة على الشيء الذي ترمز البه والشيء بحب أن 
بدلنا بسہولة على رمزه . 

والطربقة السہلة لحعل الرموز بحىث يسل التعرف علمها ان نستعمل اول 
أحرف الكلمة رمزاً لما . ففي القسم  »‏ استعملنا س للسرعة ٤ح‏ الحجم؛ نى 
لنصف القطر . ولكن لا نستطيع ان نصنع ذلك في جميع الحالات »> كا أن ثة 
عوامل أخرى تحدد اختبار الرموز ووسائل أخرى تجمل التعرف علبما سبلا . 
وهذا ما سذشرحه فا بعد . 


٦‏ - فالترقم لا يكفي ان يكون بحبث نعرف الرموز بسمولة فقط بل بحب 
ان يساعدتا ايضا في تكررف فممنا للمسألة اذ يوحي ترتيب الاشارات والروابط 


با رقت لاا ال رفون الا رالو اط بها ون اع إل عد اة 
لر مد الل 


(1) فلكي نرمز الى شيئين متقاربين في المسألة نستعمل حرفين متقاربين في 
الأحدية . 


ت ل عادة اوائل حروف الاحدر ةا ٤‏ ب ٤ج‏ للكىات المعطاة او 


\۲۷ 


الثابتة ونستعمل حروفا من أواخر الامجدية مثل س » ص ؛› ع للكبات الجمولة 
او المتغيرة . 

وني القسم | استعملنا أ > ب » ج لادلالة على طول متوازي المستطبلات 
ض > ع > فان الابعاد الثلاثة تلعب دوراً واحدا ني المسألة وهذا ما يؤڪده 
استعمال حروف متوالبة في الامجدية . ثم هي من أول الابمجدية وهذا کا ذكرنا 
اشارة الى أا كات معطاة . الا أننافي مناسبات أخرى حث تلعب هذه 
الاإبعاد ادوارا ختلفة كأن بقتضى الأمر ان نميزها أا الافقمان وأا العمودي 
ا نتکل ان لومز ها الروت ل ٤‏ “ع 

)11( وعندما نرمز الى اشاء من فصلة واحدة واشياء اخری من قصبلة 
اخرى نيزها حر كات تضاف الى الحروف . ففي المندسة المستوية كثيرا ما 
نستعمل : 

“٤ب‏ ح > .. للنقط او الزوايا 
أت »> ح ٠‏ للمستقمات * 

واذا کان لدینا شیثان من فصیاتین ختلفتین ولکن بینم»ا روابط تهمنا في 
مالا فق مذين الشسن برمزین متناظربن Rg EE‏ 
وهڪڪدا ك 

وني المثلك نرمز عادة بالرموز 
أ > پ »ج > لرؤوسه وزوایاه 
ا6 لاقلا * 

× وذ كر المؤلف هنذا ثلاث فصائل : « ٤,[وج‏ للاطرال €,۸,8 لانقطل والا حرف المواقة 
لازوایا ومعلوم ان هذا لم یدرج استم‌اله حتی الموم في العرببة ونحن من احلل ذلك فعاني في 
الترقع الرياضي نقصا لا مبرر له ولا يستقيم مع نمضتنا الفكرية ولا سا في هندسة الاقط 
وفروع اخرى من الرياضيات العالية . ( امرجم ) 


۲۸ 


ومفوم ان أً يقابل الرأس أ والزاوية أ وهكذا . 

(111) وف القسم ۰ کانت الجروف أ ٤‏ ب ٤‏ س »> ص قد اختيرت 
اختباراً موفقا في تدل على طبيعة ما ترمز اله والروابط التي بينما. فالرمزان 
أ »> ب يشران الى الكستين الثابتتين والرمزان س > ص برمزان الى المتغبرقين › 
یا اض ی ات اکن افقستان فی نن أن کن 


راسيتان وان ا : ب = س : ص . 

۷ - والرمز 

۸ ا ب حص ۸ هھ و ح رمز ینتشر استعاله حدیش ا للدلاله على تشابه 
المخلشن . 


وني الكتب الحديشة بفضل استعاله ليشير الى تشابه الملشين والى ارت 
الرؤوس تتناظر حسب ترتيبما : 

أ يناظر ه > ب يناظر و ٠‏ ج يناظر ح . والكتب القديية لا تعتبر هذا 
الترتيب . 

وظاهر ان الترقم الحديث افضل “ فمنه تستنتج نتائجك دون الرجوع الى 
الشکكل فتکكتب مثلا ان : 

حا = <اھ) اب :ب جدھو:وح 

وغيرها من العلاقات . في حين ان الترقم القدم اقل تعبير ا ولا يفضي الى 
هذه النتائج . 

والترقم الذي يعبر ا کثر من غیره یکن ان نسمبه أخصب . فالترقم الحديث 
للتشابه بين المثلشين أخصب من القدي وهو يعكس صورة | كمل من الروابط بين 
العناصر ويصلح اساسا لنتائج اكش . 

۸ - وللكامات معان ثانوية وبعض المناسبات التي تستعمل ا الكامة تؤثر 
فيا وتضفي شيا على معناها الاصلي » ظلا ؛ او معنى ثانويا او قرينة . والذي 


۲۹ (۹) 


بكتب بعناية يتعمد ان ختار من المترادفات الكامة الى بكون معناها الثانوي 
اكثر ملاءمة له . ٠‏ 

وهناك شببه بهذا في الترقم الرياضي ؛“ فحت الرموز الرباضة قد تكتسب 
همعنى انوي من المناسبات التي بكثر استع اها فما . 

فادا تقصدنا ان نختار رموزنا بعناية فىنىغى ان ندخل هذاالامر فى حسابنا. 
ولنوضح هذه النقطة . ۰ 

لدينا احرف اكتسبت معاني تقلىدية عمقة الجذور . فمثلاً « م » ترمز عادة 
الى اساس اللوغرثات الطبيعبة > « 1 » للوحدة التخيلية ۷أ ١‏ › 1] ( او طاقي 
بعض البلاد العربىة ) لنسبة حط الدائرة الى قطرها . فىفضل ان تستعمل هذه 
الرموز يمعانىما التقلىدية فقط لأننا اذا استعملناها معنى آخر فقد يلتبس يعناها 
التقلىدي وبحدث ارتبا كا او تضلىلاً . وصحبح ان المعاني الثانوية في هذه الحالة 
لا تضايق المبتدىء الذي ل يدرس موضوعات عدة كا تضايق الرباضي المطلع > 
ولكن هذا بكون قد حصل على خبرة تمكنه من التغلب على هذه المزعحات . 

والمعاني الثانوية قد تتكون مفبدة واحانا كيرة الفائدة > اذا هي استعملت 
ار ةم فار ق الاي اماد ى ما ما فد اعدا ى فد كر ر تة 
مفىدة» شرط ان تكون لدينا الخبرة الكافىة للتمسيز بين المعنى الحالي «الرئسي » 
والمحنى السابتى « الثانوي » لارمز . والترقم الدارج كالترقم ال مألوف لعناصر 
المملث الذي رأيناه في ٦‏ ( 11 ) له فوائد عظىمة . فاذا استعملناه مرات متعددة 
فقد بساعدنا فی تذ كر طرق سبق لنا استعماها . ونحن نتذ كر القوانين بترقمما 
الدارج انما ينبغي ان ننتبه اذا نحن لامر ما اضطررنا الى استعمال ترقم دارج 
ععنى مخالف معناه المألوف . 

٩‏ وعندما کون علینا ان نختار بین ترقمین ققد تجد سيا بزکي لنا الاول 
وسا بزكيلنا الثاني > واننا لنحتاج الى الخبرة والذوق كما نختار الترقيم المناسب 
کا نحتاج الى الخبرة والذوى كما نختار الكامة المناسبة . ولكن ينبغي ان نعرفه 


° 


ها تقدم ذ كره حول مزايا الترقبات الختلفة ونقائصما. ونحن على كل حال. 
بحب ان نختار ترقىمنا بعناية وان بکكون لدينا سبب قوي للاختار . 

٠١‏ - والطلاب ينفرون من الجر عادة ‏ لا ضعفاؤم فحسب > بل. 
اذ کیاؤم احبانا - فهم مجدون ان فة شا اعتباطس] مصطنعا حول الرموز 
ویشعرون ان تعلم اي ترقم جديد معناه اضافة اعىاء اخرى على ذاکرتهم . 
والطالب الذكى قد برفض هذا العبء اذا هو ل يؤمن بفائدته . وهو يكون على 
حى في نفوره من الجر ادا هو لم تتح له فرصة واسعة تقنعه ا تحاربه الخاصة 
ان لغة الرموز الرياضىة عون للعقل . وان إتاحة هذه الفرصة للطالب لواجب 
هام من اه الواجبات عند المدرس . 

ونقول انه واجب هام » ولکن لسنا نقول انه سہل . وقد ساعد المعل على 
هذا الواجب البحث المتقدم . وانظر ايضا المادة : وضع المعادلات . ثم ان 
تحقبق القانون ممناقشة خصائصه باساب امر نوصي به كتمربن ذي فائدة تعلىمة 
كبيرة . انظر القسم ع ١‏ والادة : هل يمكنك ان تحقى النتجة ؟» ۲ . 


ی 
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نستعمل هنا التشخبص ممعنى فى تربوي نقصد به « تنيز عمل الطالب تميزاً 
دقىقا » » 
مستوى العمل عند طلابه بحتاج الى بيز ادى لنقاط قوتهم وضعفمم ‏ بحتاج 
الطبيب الذي بريد تحسين صحة مرضاه الى تشخبص لامراضېم . 

والذي يعنينا هنا فعالىة الطلاب فى حل المسائل فكىف نيزها؟ من‌احلذلك 
نلجاً الى التفريق بين المراحل الاربع للحل فان تصرف الطالب تجاه كل من 
هذه المراحل امر مز له . 

ففم المسألة فما ناقصا يسبب عدم تر كيز الذهن رعا كان اعم النقائص التي 


۳1 


فقابلا فى حل المسائل . اما ابتكار الخطة والحصول على فكرة عامة للحل 
فکشر ا ما نقابل بصدده نقصین اثنین متبانین : قطلاب جمون على العمليات 
الحسابة او الرسوم الهندسبة من قبل رسم الخطة او تكوبن الفكرة العامة > 
.وطلاب قفون موقفا سلسا بانتظار حضور الفكرة ولا يعملون ما يسارع في 
-حضورها . وقي تنفبذ الخطة نجد النقص الشائع : الامال وعدم الصبر على تحقيق 
الخطوات . أما تحقبتق النتبجة فاهماله عام ايضا . والطالب يسره ان محصل على 
نتبجة ما تكن ؛ ثم هو بلقي بقامه» ولا تلفت انتباهه ابعد النتائج عن المعقول . 

فاذا شخص المدرس احدى هذه النقائص تشخصا دقىقا امكنه علاجہا 
بالالحاح في الاسئلة المناسبة من اسئلة الثدت . 


التعريف 

تعريف المصطلح نص بين معناه بكامات يفرض انها مفومة . 

١‏ - والمصطلحات التقنىة في الرياضات نوعان : فعضا تؤخذ على انها 
وهی تعرف بالشکل المناسب؛ اى ان معانسا توضح بدلالة المصطلحات الندائية 
.ومصطلحات اخرى سبق تعريفما . ولذا لا يازم ان نعطي تعريفات شكلية 
:لمصطلحات المدائة امثال النقطة والخط المستقم والمشو" ی حن اننا تعطی 
تعريفات لامثال « منصف الزاوية » و « الدائرة » و «القطم المكافىء » . 
انسمسا بؤرة القطع والخط الثابت نسمبه الدلىل . ومفموم ان كل هذه العناصر 

« هن هذه الناحبة تغير الوضع عا كان عليه في أيام اقليدس ومن تبعه من الاغريتق الذبن 
عرقوا النقطة والخط المستقم والمستوي . ولكن « تعريفاتهم » هذه قلها كانت تعريفات شكلية » 
انها فوع من التفسير الحدسي ءوهذا التفسير يسمح به في التدريس بل هو امر مرغوب فيه . 


۴۲ 


قي مستتو واحد > وان النقطة الثابتة بتة ( البؤرة ) ليست على الخط المستقم الثابت. 
( الدليل ) 

وني هذا التعريف لا نفترض ان يبكون القارىء قد عرف المصطلحات ٠::‏ 
القطع المكافىء »> والبؤرة » والدلسل ؛ ولكن نفترض انه عرف معاني, 
الصطلحات الاخرى كلما كالنقطة والخط المستقى والمستوى والبعد بين نقطتين. 
والمحل الهندسي والمقدار الثابت ...الخ . 

۲ - وتعربفات القواميس لا تختلف عن التعريقات الرياضة في ظاهرها الا 
هذا المعنى الدارج طبعا ويضعه بأحسن ما يستطيع على شكل تعريف . 

اما الرياضي فلا همه المعنى الدارج لامصطلح التقني أو هو لا بح الغزلة. 
الاولى من الاهىة > ولا همه ماذا كن ان تعني او لا تعنى في الحساة النومة 
امشال الكامات « دائرة » > و « قطع مكافىء » وسواها > ذلك ان التعريف. 
الرياضي مخلق المعنى الرياضي وبحدده . 

٣‏ - مثال : ارسم نقطة تقاطع خط مستقم مفروض مع قطع مكافىء عامت 
بۇرتە ودلىلە . 

ان طريقة بدئنا اي مسألة تعتمد على معلوماتنا السابقة > فطريقة بدئنا هذه. 
المسألة تعتمد على مدى معرفتنا لخواص القطم المكافىء . 

فاذا كنا نعرف عله الكثير امكن ان نستضد من معرفتنا هذه ونستخلص. 
منها ما يضد . هل تعرف نظرية قد تفىدك؟ هل تعرف مسألة ذات صلةسألتك؟ 
واذا تالا نعرف الا القلسل عن القطم المكافىء والىۇرة والدلسل قېذه. 
اللصطلحات قد تزیدنا ارتا کا وسن ان نتخلص منہا . فلنصغ الآن الى حاورة. 
بين المدرس والطالب في نقاشم)ا لمذه المسأالة . 


لقد اختارا الرموز المناسبة : ل ترمز لأي من نقاط التقاطع > ب > للبؤرة > 
م للدليل » ج لامستقع الذي بقاطم القطع المكافىء . 

« وما امجېول ؟ » 

« النقطة ل » . 

« وما المعطات ? » 


« المستقم ج والمستقم م والنقطة ب » . 

« وما الشرط ؟ » 

« ل هي نقطة تقاطم المستقم ج والقطع المكافىء الذي دلىله م وبۇرتەب». 

« صح . اعرف انك لم تدرس الكثير عن القطع المكافىء » ولكن اظنك 
تعرف ماهو » . 

« القطع المكافىء هو امحل المندسي للنقط المتساوية المد عن البؤرة 
والدلىل » . 

« صح . انك تذ كر التعريف جبداً . وهذاصحبح ولکن بجحب ان تحسن 
استخدامه . ارجم الى التعريقات . من تعريف القطع المكافىء مادا يمكنك ان 
تستنتج عن النقطة ل ؟ » 

« ل تقطع على ‌القطم المكافىء فهي 
اذن على بعدبن متساويين من م ٩‏ ب». 

« جد ! ارسم شکلا » . 

يدخل الطالب قي شكل ٠١‏ 
المستقىمين ل ب ٠‏ ل لك > وهذا الاخير 3 
هو العمود النازل من ل على م . سكل . 

« والآن هل بمكنك اعادة المسألة بتعير من عندك ؟ » 


۳٤ 


« هل يمكنكاعادة شروط المسألة باستعمالالمستقىمين اللذين اضفتمها ؟ » 

« ل نقطة على المستقم ج تؤخذ بحبث يكون ل ب = ل ك ». 

« حىد . ولکن قلہا من فضلك بالكلمات . ماهو لك ؟» 

« البعد العمودي من ل على م ». 

« جبد . والآن هل بمكنك اعادة المسألة ؟ قلا من فضلك بشكل واضح 


Lu 
. واجعله موجزا»‎ 


« ارسم نقطة ل على مستقم معاوم ج < حسثٹ تکون على بعدین متساویین من 
نقطة معلومة ب ومستقىم آخر معلوم م » . 

« لاحظ التطرى من النص الاصلي الى نصك هذا . لقد كان النص الاصلى 
ملسا بالمصطلحات التقنية الغريبة مثل قطع مكافیء وبۇرة ودلىل › فکان فىه 
رنة حذلقة وفخفخة . والآن لي يبق من هذه المصطلحات | لمستهجنة شيء . لقد 
طلرت المسألة من الحذلقة . وخيراً فعلت ! » 

۽ حذف المصطلحات التقنمة . هذا ما توصلنا اله في المثال السابتقى . فقد 
بدأنا بنص للمسألة يحوي بعض المصطلحات التقنية « القطع المكافىء › الىۇرة »> 
الدلىل » » ثم توصلنا اخیر ا الى نص کان خاواً من کل هذا . 


ولكي نتخلص من مصطلح تقني بجحب ان نعرف تعريفه . وهذا وحده لا 
يكفي فيجب ايضا ان نستعمل هذا التعريف؛ وفي المثال السابق لى يكف ذكر 
تعریف القطم المكافىء وكانت الخطوة الحاسة في ادخال المستقىمين ل ب»٤‏ ل لك 
في الشكل وكان تساوم») منمضامين تعريف القطع. وهذا هو النهج النموذجي : 
تدخل عناصر جديدة قي المسألة وعلى اساس التعريف نق علاقات بين العناصر 
التي تدخلما > واذا كانت هذه العلاقات تعبر تعبيرآ كاملا عن معنى التعريف 
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فقد جنينا منه كل فائدة مكنة . واذ نجنى الفائدة الممكنة للتعريف لا قى ما 
ل اا 

وهذا النهج الذي وصفناه هو ما سميناه الرجوع الى التعريف . 

فبالر جوع الى تعريف المصطلح التقني نستطيم ان خلص منه ونستعيض عنه 
بعناصر جديدة وعلاقات جديدة . والتغير الذي ينجم عن ذلك في ادراكنا 
NS‏ 


وکان لدپنا فکرء ادت م تکل مالع ول ي و ا ا 
حول القطع المكافىء e‏ هذا الغرض ؟ 

المكافىء لا ذ كر له بين البدهسات التي تضم الاسماء البدائىة كالنقطة واللخط 
المستقم وامثاهها . فكل نقاش هندسي حول القطع المكافىء وحول كل مسألة 
تضمه بحب ان دستعمل فىه اما تعریفه او نظریات عله . لحل مسألة کېذه 
کون اقل ما يازم ان نعرف تعريف القطع ولكن يفضل ان نعرف أيضاً 
نظریات تتعلق به . 


وكل ما قلناه عن القطم المكافىء يصدق على كل مصطلح مولد . وعندما 
نبد محل مسألة تشتمل على مصطلح مولد لا ندري اا افضل أنلجاً الى تعريفه 
ام الى نظرية حوله . ولكن الم كد اننا لن نستغني عن واحد من هذين وهناك 
حالات لا جال فما للاختيار . فاذا م نعرف من الامر غو التعريف فلا نستطبع 
ان نستعمل غبره واذا كانت معرفتنا فما عدا التعريف قلبلة فلا بد من تزويدها 
بالرجوع اله .أّما اذا كنا نعرف نظريات كثيرة عدا التعرمف ولدينا خبرة كبر ة 
بالملصطلح فقد نعثر على نظرية مناسبة من نظرياته . 
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٦‏ - التعردفات الختلفة : تعرف الكرة عادة بأنا الححل امندسى للاقط 
اعا رة اله غ ا ا و الاه فاا ل عدما و واد 
ولكن يكن تعريف الكرة ايضا بانا السطح الذي ترسمه داثرة تدور حول 
قطرها . وة تعريفات اخرى للكرة نعرفما وتعريفات غيرها عكن وضعما . 

فعندما تريد حل مسالة تنطوي على مصطلح مولد « كالكرة » و « القطم 
المكافىء » ونرغب في الرحوع الى التعريف نجد مالا للاختبار من هذه 
التعريفات المتماينة . وعلى حسن اختبارنا للتعريف المناسب قد يعتمد الحل . 

فعندما حل ارخمىدس مسألة مساحة الكرة كانت حتى ذلك العهد مسألة 
عظىمة شائكة وكان على ارخميدس ان مختار بين التعريقين اللذين سبق ذكرهها 
فاختار ان يعتبر الكرة السطح الذي ترسمه دائرة تدور حول قطر ثابت فبا . 
ثم رسم في الدائرة مضلعا منتظما بجوي عددآً زوجبا من الاضلاع ويصل القطر 
بین ر كنين متقابلين فيه > وجعل المضلع بقارب الدائرة فاذا دارت دار معا 
ورسم مجسما حدبا يتكون من مخروطين رأساهم| عند طرق القطر وبين ) عدد 
من القطع الخروطىة » فمجموع مساحات هذه المجسمات تقارب مساحة الكرة > 
فسمذا الشكل تكن ارخىدس من امجاد مساحة الكرة . 

فاذا نحن اخترنا ان نعتبر الكرة الحل المندسي للنقاط المتساوية البعد عن 
ا مر كز فلا يوحي هذا الاختبار باي حل تقريي لمسألة المساحة . 

۷ - والرجوع الى التعريفات ذو اهمية عندما نريد ان نبتكر الطريقة > 
وهو ذو اهمبة ايضاً عندما نريد ان نحققما . فاذا جاءنا شخص محل جديد لمسألة 
ارخمىدس عن مساحة الكرة > وكان كل ما يعرفه عن الكرة فكرة ضلة باهتة 
فلا عکن ان کون حله ذا قمة > واذا كان حمل عنما فكرة واضحة ولكله 
لم یستعملما فی حله فليس ثُة دلىل على معرفته هذه › ولا كن ايضاً ان کون 
حله ذاقمة . واذا انت استمعت الى حله فانت تتوقع ان تراه بقول شيشا ذا 
قبمة عن الكرة باستعمال تعريفما او نظرية تتعلى بها فان لم بحدث ذلك تح بان 


۱۳۷ 


الحل لا قمة له . وکا نح على طرق غبرنا ينبغي ان نح على طرقنا ايضا . هل 
ادخلت في حسابك كل الافكار الرئيسة الى تنطوي علىها المسألة ؟ كف 
عالت عدا ها الف ماقا ار ا هل اة قان 
اساسىة او نظريات معروفة عنما ؟ 
كأعدِۃت4 Substitues mentalement les définitions ã la place définis»‏ « 
« استمدل في ذهنك المصطلح المعرف بالمحقائق التي تعر"فه » . وكذلك اكد 
۸ - فالعودة الى التعريقات عملمة من الاعمال الذهنبة الحامة . وقد نعرف 
اهمسىة تعريف الكامات اذا نحن نظرتا فى اهسسة الكامات نفسما فنحن قاما نقدر 
تكمن قوة الكامات والاشارات. وطمذا نجد الشعوب البدائىة تتو ان للكامات 
قوة سحرية . وتحن اذ نجد تقسيراً وهمم هذا لا نشار كهم فيه لاتا نعرف ان 
قوة الكامة لا تكمن قي رنينما او ف « حرارة تقس » قائلہا واأنغا تکمن فی 
الافكار التي تشبرها في اذهاننا وف المحقائى التي تىنى علا . 
قمن حقنا اذن ان نبحث عن المعاني والمحقائى وراء الالفاظ . والرباض اد 
برجم الى التعريفات اما يفتش عن الروابط الرياضة التي تنطوي علا 
الملصطلحات كا يفتش الفيزيائي عن تجارب محددة وراء تعريفاته العامة وکا بريد 
رجل الشارع الذكى ان بغوص الى الحقائق كلا يضل في ته الالفاظ . 
او في فكرة حددة حتى وسعت فكرة اشعل تحوما فهذا هو التعمم 
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ققد نلاحظ انما عكن ان توضع بالشكل العجبب 
"٣ +‏ +۳ "+ ¢ ک۱ 
وهنا یتبادر الى‌الذهن اننال هل بحدٹ کثر ا انموع مکعبات كاملةمثل 


وائم . و كثيرآً ما توصل الناس الى نتائج رائعة في الرياضبات والفيزياء والعلوم 

راجع مأدة 4 الاستقراء والاستقراء الرياصي ۶ 

۴ - وقد يبدا التعميم في حل المسائل والبك مسألة في المندسة الفراغبة : 

« لدينا خط مستقم وماني منتظم ومافي وضعان مقر وضن ۰ فاو جحد 

قهذه مسألة قد تبدو صعبة ولكن بعض المعرفة بشكل الثاني المنتظم تكفي 

« لدینا خط مستقم ومجسم له مر کز تاثل وما في وضعین معروفین فأوجد 
المستوى الذي ير بالخط المستقم ويقطع الجسم نصفين ». فالمستوى المطلوب عر 
مالطبع ير كز التاثل للجسم وهو يتحدد بمذه النقطة وبالخط المستقم . ولا کان 
لاني المنتظم مر كز تاثل فقد حلت المسالة . 

ويلاحظ القارىء ان المسألة الثانية اعم من الاولى ولكتما رغم ذلكاسيل. 
.والواقع ان عملنا الرتسي في حل المسألة الاولى كان ابتكار المسألة الثانة . 
ويابتكارها تنممنا الى الدور الذي بلعبه مر كز التاثل فأبرزنا تلك الخاصة من 
-خصائص الثاني التي يمنا لحل المسالة وهي ان له مر كز تماثل . 

قد یکون السؤال الاعم اسل حلا > وهذا يبدو من المتناقضات . فالعمل 


۱۳۹ 


الرئيسي في حل المسألة الخاصة كان ابتكار المسألة العامة »> وبعده ل يبق من 
العمل الا جزء ضئمل . ففي هذا المثال كان حل المسألة العامة جزءآ ضئبلاً من 
حل المسألة الخاصة انظر مادة : بدعة الخترع . 
۴ - « أوجد حجم قطعة هرم مربم القاعدة مع العمل بان ضلع القاعدة 
السقلىة ٠‏ بوصات وضلم القاعدة العلوية ه بوصات وارتفاع القطعة ٠‏ بوصات » 
فاذا استعضنا عن الاعداد ٦ ٤ ٥ ۰ ٠۰‏ برموز ا ٤‏ ب > ع فذا تعمم نحخصل 
به على مسألة امل من المسألة الاصلىة > وهذه المسألة هى : 


« اوجد حجم قطعة هرم مربم القاعدة مع العم بأن ضلع قاعدما السفلية أ 
وضلع قاعدتما العلوية ب وارتفاعماع » . 

وهذا تعمم قد يؤتي فائدة كبيرة > فهنا نتحول عن مسألة عددية الى مسألة. 
حرفبة وبذا نكبح لأنفسنا امكانبات جديدة كتغبير المعطبات وتحقىق النتىچة. 
بعدة طرق . انظر المادة : هل عكنك تحقىق النتىجحة ؟ »۲ والادة : تغير. 
المسالة > ) . 


تغيبر المسألة ٠‏ 

ان الحشرۃ « کا ذد کرنا فی مكان آخر » تحاول القرار من النافذة المغلقة فهي. 
تكر علا مرة بعد مرة من غير ان تحاول ان تفر من نافذة اخرى جوارها: 
مفتوحة هى هى النافدة الى منبا دخلت ال الغرفة > اما الفار فقد تصرف 
تصرفا اذ کی . فاذا هو وقم في شرك فانه اول ان يقلص نقسه کي يلص من 
بین قضسین فاذا هو اخفق جری الى قضبین آخرین ثم آخرین . فهو ينوع 
حاولاته ومجرب کل الامکكانىات . اما الرجل فقادر او هو يتبغي ان یکونٹت 
و ع ر ا 
وعلى ان يتعلم من اخطائه وفشله . والنصيحة السائرة : « حاول وحاول من. 


\{۰ 


جديد » نصحة جبدة تتبعما الحشرة ويتبعما الففأر ويتمعما الانسان . ولكن 
الذي ينجح اكثر من غيره هو الذي يغیر مسألته بذکاء . 

١‏ - في نهاية العمل عندما حصل على الحل بكون فممنا لامسألة كمل واصلح 
ما كان فى البدء . قعندما نحاول ان ننتقل من قممنا الاول لامسألة الى قم اصلح 
SS E a‏ ها عدة . 
نغير المسألة . 

۲ - وتغير المسألة امر جوهري . ولدينا عدة طرق لتوضح هذا الامر . 
E‏ تعسئة a‏ 
TT‏ 


أا ن ك ال ا رف غو ا ن قى الا كر 4 فا رر 
ISG ESS‏ ولا 
حاجة بنا ولا يتسع الجال للافاضة في في ذ كر نظرية تداعي الافكار او مناقشة 
حدودها . فىتغر المسالة نأي بنقاط جديدة فنستدعي روابط جديدة 
واححالات جديدة لحضور عناصر تتعلق بالمسألة . 

۳ - ولا أمل لنا في حل أي مسألة ذات بال بدون تر كيز للذهن عمق 
ولكن التر كيز العسق على نقطة واحدة جمدنا بسرعة فلكي نبقي انت اهنا 
مشقظا فلنغير النقطة التي نر كز علا تفكيرنا فاذا لمسنا تقدما في العمل فثمة 
جديد نعمله وة نقاط جديدة تفحصما فانتباهنا في شغل شاغل واهامنا في 
ازدیاد . اما اذا نحن ل نتقدم فان انتباهنا بشرد واهتامنا دفتر وعز متنا تکل 
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وافكارنا تبداً في تشتت وهناك خطر ضاع المسألة كلها . فلكي نتلافى هةا 
الخطر نتناول سؤالاً جديدا عن المسألة . 

فالسۇال الجديد يكشف احقالات لم تجرمها اذ يودي الى تداعي روابط 
جديدة بمعلوماتنا السابقة وهو ينعش فنا الال بالحصول على روابط ذات 
فائدة . والسؤال الجديد يستولي على اهعامنا اذ يتح لنا تخبير المسألة > واظمارها 
من وجه آخر . 

۽ - مثال : اوجد حجم قطعة هرم مربع الققاعدة على فرض ان ضلح 
القاعدة السفلىة أ وضلم القاعدة العلوية ب وارتفاع القطعة ع . 

هذا سؤال يكن ان يلقى على طلبة يعرفون قوانين الججوم لامنشور وارم. 
فان ل يأت الطلبة بقكرة من عند فبامكان المدرس ان يبداً بتغبير المعطبات .. 

لنقل ان ا کے ب فاذا محدث لو تزایدت ب حتی صارت تساوي أ ؟ تصیر 
القطعة منشوراً ووصبر الخحجم المطلوب ع ۰ 

ماذا بحدث لو تناقصت ب حت صارت صفراً ؟ تصر القطعة هرما ويصير 
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ا ا د 
لمجم الطلوب س . 


فتغبير المعطات بكسب المسألة لذة . ثم هو قد يوحي باستعمال هذه النتائج 
بطربقة ما . ونحن على كل حال قد حصلنا على صفات عحددة للنتسجة الطلوية 
فالقانون الذي نسعى للحصول عله بحب ان بكون محث يصير أ" ع عند 
أ 
تکون ب دأ » و 
۳ 
على صفات للنتيجة التي نريد الحصول علبما . 
فمذه الصفات قد توحي باشاء ذات قيمة او نحن على الاقل نستطيع انحقى 
القانون عندما نحصل عله . اذن فعندنا الآن جواب حاضر للسؤال: هل عكتك 
ان تحقق النتىجة ? 


عندما تکون ب = صفراً . ومن المفند اس نتعرق 


\۲ 


( انظر هذه المأادة “ ۲ ) . 


ه - مثال ارسم شبه منحرف عامت اضلاعه الاربعة أ ٤‏ ب ٤‏ ج٤‏ د . 


لتكن أ هي القاعدة السفلىة > ج القاعدة العلوية » أ و ج متوازيين وغير 
متساویین » ب و د غير متوازیین . فان لم تخطر على بالنا فكرة » فلنبداً بتغبير 


ولنہداً دشه منحرف فھ ا کے ج . فماذا محدث لو نقصت + حتی صارت 
صفرا؟ يصير شبه المنحرف مثا . والمملث شكل مألوف سبط نستطبع ان نر سمه 
من شتى المعطات . فلعل هناك فائدة نفيدها من ادخال هذا المثلث في الشكل . 
ونحن نستطبع ذلك اذا نحن رسنا 
خطا مساعدآ واحدآ هو قطر شه 
المنحرف(شكل١١)ولكن‏ اذا فحصنا ب 
الث نجد انه يكاد لا يفيدنا في شيء 


جچے 


فنحن نعرف فىه ضلعین أ ٤‏ د وینبغی م 
ان نعرف ثلاث معطات . ستکل  ١۱‏ 


فلنحرب شیئًاً آخر :ماذا بحدث لو تزایدت ج حق‌صارت تساوی أ ? صر 
شبه المنحرف متوازي اضلاع . هل عكن ان نستعمل ? ان ا ا 
( شکل ١۲‏ ) بوجه اتتباهنا الى اثلث الذي اضفناه الى شبه المنحرف الاصلى 
برسم متوازي الاضلاع . ۰ 
وهذا مثلث يسل رسمه › 
فنحن نعرف معطبات‌ثلاثة 
هي اُضلاعه 5ا 

فا مالاا 
ار اا ا سکیل ٠۴‏ 


على مسألة مساعدة اسل ( رسم المثلث ) وباستعال نشجة المسألة المساعدة نحل 
المسالة الاصلىة بسمولة ( نكمل متوازي الاضلاع ) . ومثالنا هذا نغوذجي . 
وفشلنا في حاولتنا الاولى ايضا نغوذجي . فاذا اعدا النظر فبا نجد انما تكن 
عدية الجدوى > بل كان ا فكرة ما أو فائدة ما . في على الاقل اتاحت لنا 
اکر یری ف ا ا ال ا ر و و ا 
الثانىة الناجحة بتعديل محاولتنا الاولى الفاشلة > فغيرنا ج : في الاولى انقصناها 
وق الثانىة زدناها . 

- وکا بدو من الخال السابتق »> كثيراً ما نضطر الى تعديل المسألة على 
وجوه شتى ٠‏ فنغبرها أو نضعما بعبارة جديدة او نحورهامرة بعد مرة حت 
تنجح نهائنا في الحصول على شيء ذي فائدة . وقد نتعلم من الفشل وقد يكورن 
نة فكرة طببة في حاولة فاشلة وقد نصل الى عاولة ناجحة بتعديل أخرى 
م تنجح . وما نحصل علىه بعد شتى الحاولات هو على الغالب مسألة مساععدة 
فل اوها : 

۷ - وهناك طرق معنة لتغسير المسألة وهي ذات فائدة كالعودة الى 
ال و اكت و اران ج ر ادال عاص اة را 
والتخصبص واستع ال القاس . 

۸ - وما سبق ذ کره فی ( ۳ ) عن الاسئلة الجديدة الى تستحوذ على انتباهنا 
ا ق 

فالمدرس قد يستعمل الثبت ليساعد طلابه . فاذا تقدم الطالب فلا يبقى 
بمحاجة الى المساعدة > وينبغي على المدرس ان بتر که وشأنه کي يعمل عمله وحده. 
وهذا کا لا خفى أدعى لتعويده على الاستقلال الذاتى . ولكن على المدرس ان 
لاسرال الناست ا و ا ان ر ا 
التعب من المسألة فسهملما او يفقد لذته فما او برتكب خطاً فاحشا من جراء 
عدم اکتراثه با . 
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ويمكن ان نستعمل الثبت في حل مسائلنا الخاصة . ولكي نستعمله الاستعال 
ENES BSE O‏ 
الجديدة تنىعث تلقائناً فمن المجتى ان نعسق تقدمنا هذا باسثلة غريبة . اما اذا 
توقف تقدمنا ولم مخطر لنا شيء جديد فالخوف ان نتعب من المسألة وهناك 
الوقت المناسب للتفكير في فكرةعامة تساعدنا > كسؤال أو توجبه من الست 
فا رف اا ر رکه کل حال وا اال ن جو دید قو 
سبجعلنا نستحوذ مرة اخرى على انتباهنا ومجعلنا نستمر قي عملنا وتفكيرنا . 


التفكير الهورستيكي 
هذه مرحلة فى التفكير لا نعتبرها نهائىة جازمة ولا نعتبرها رصنة الا 
اننا نأخذ بها قصد اكتشاف حل لامسألة التي امامنا . ونحن كثيراً ما نلجاً الى 
التفكير الهورستبكي اما الجزم القاطم فلا يأتي الا بعد الوصول الى الحل التام . 
اما قبل ذلك فلا يضيرنا اذا نحن قنعنا بتقدير معقول نوعا ما . فنحن نحتاج الى 
الوقتي قبل النهائي » ونحتاج الى التفكير المورستىكي لنصل الى البرهان القاطم 
کا نحتاج الى الدعائم الخشبية لاقامة البنبان المتين “ انظر المادة : امارات‌التقدم. 
والتفكير الهورستىكى كثيراً ما ببنى على الاستقراء او المقابلة . انظر مادة : 
الاستقراء .. والاستقراء الرياضي “ ومادة : المقابلة ۶ ٠١ ٠)4 ٩۸‏ * . 
والتفكير المورستبكي نفسه شيء سلم . ولکن مالس سلما هو خلاط هذا 
التفكير بالبرهان الىقنني واسواً من ذلك الاستعاضة به عن البرهان الىقىني . 
وان تعلم بعض الموضوعات > ولا سما حساب التفاضل والتكامل لطلاب 
المهندسة والفيزياء > لبتحسن تحسنا ماموسا لو ان طبيعةالتفکير الهورستىک فہمت 
فہما احسن > ومزااه ونقائصه اعترف ہا اعترافاً صرحا › ولو ان الكتب 


: انظر ابض عا لمؤلف ق‎ * 
American Mathematical Monthly, vol. 48, pp. 450-465 . 
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الدراسمة اخذت الحجج المهورستىكىة بشكل علني فان الحجة اهورستىكة 
اذا عرضت بصورة جذابة صرحة قد تكون ذات فائدة كيرة ٤‏ اذ هى تمد 
للححة القاطعة وحمل عادة بعضا من جذورها . ولكن الححة اهورستىكىة 
تکون ضارة اذا عرضت یشکل غامض طوبه الخحل ویشره الخداع . انظر 
مادة : لادا الرهان ؟ 

التفكيك والربط من جديد 

عملىتان من اه العملمات الذهنية : 

فعندما تفحص شيتًا اثار اهتامك او تحدى فضولك ؛ اي شيء > بیتاً ترید 
ان تستأجره او برقىة هامة برموز سرية » او امراً حيرك مرمأه ا 
مسألة تريد ما حلا انك حين تفحصه “ تدأ بفكرة عامة > بصورة له في 
دهنك قد لا تكون عحددة المعال . ثم تنظر في الامر فتامح نقطة وزغل 
انتباهك ثم بمجتذب انتباهك نقطة اخرى “> ثم هو يتحول الى نقطة جديدة ‏ 
تفاصل تتىدی لك فرادى فقلا نظرك ق موعات شتی »> حت تعود فتنظر 
قي الامر كله على ضوء جديد . 

انك تفكك الكل الى اجزاء ٤‏ ثم تضم هذه الاجزاء في كل جديد > قريب 
من الكل القدع او بعد . 

١‏ - فاذا انت امعنت النظر وراء التفاصسل “٠‏ فقد تضصعك التفاصل › ذلك 
ان الوقرة منہا كالقلة متعبة للذهن “> وقد عنعك من اعطاء النقطة الرئيسىة حقها 
من عناىتك او قد ححا عنك بالمرة » ولعلك تذ كر ان الذي في الغابة ححا 
عله اشحارها . 

ونحن بالطبع لا نريد ان نضبع الوقت في تفاصل لا تجدي > ونريد ان 
نوفر جودنا لما هو جوهري ولكن المشكلة اننا لا غلك ان نتنبا اي التفاصل 
ستكون هي الجوهرية واا لا مجدي . 


۱ 


فلذا نبداً بفم المسألة كوحدة عامة > فاذا تم لنا دلك صرنا اقدر على تيز 
النقاط التى قد تكون حوهرية . فادا ما فحصنا منما واحدة او اثنتن صرنا فی 


مر كز احسن بمكننا من تيز النقاط التي قد تستحق فحصا ادق . وهكذا نلج 
الى التفاصىل فنفكك المسألة تدربجس] ولكن الى حد لا يتجاوز ما تقتضه. 
الا 


وطبيعي ان المدرس لن يتوقع ان يتصرف كل طلابه حكمة في هذا الامر . 
فان بعض الطلاب ينصبون على التفاصل قبل ان يفمموا المسألة فما عاما > 
وهذا من احمى الج واسواً العادات . 

. » ولننظر الآن في المسائل الرياضبة التي من نوع « مسائل الامجاد‎ - ٣ 

فبعد ان نقم المسألة فما عاما ونعرف مرماها والنقطة الرئيسية فبا 
ننصرف الى التفاصل . فمن ابن نبداً ؟ ان ما يقتضه العقل ان نبد دان بالنظر 
في الاجزاء الرئىسة لامسأالة وهي الجهول والمعطات والشرط وفي كل حالة 
مو او ا ن ااا ا ا 
المعطىات ؟ ما الشرط ؟ 

واذا شنا ان نفحص تفاصل اخری فماذا نعمل ؟ کثبرآما کون من 
المستحسن ان نفحص كل واحدة من المعطىات على حدة > وان نفصل اجزاء 
الشرط بعضما عن بعض ونفحص كل جزء على جدة وقد نجد لزاما علينا اذا 
IS Ds‏ 

وهنا قد قد بقتفي‌الامر ان نعود الى تعريقف بعض المصطلحات وان تأخذ بعين 
الاعتبار العناصر الجديدة الى تنطوي علا هذه التعريفات وان نفحص هذه 
العناصر الى ادخلناها . ٠ ٠‏ 

ا و ا ی ا ان 
بصورة خاصة ان نربط هذه الاجزاء على شكل حعل منما مسألة حديدة اسل 
تناولاً قد نستعملما كمسألة مساعدة . 


وهناك لا شك عدد من امکاننات الربط . والمسائل الصعبة تتطلب طرةا 
خفبة استئنائىة مبتكرة . وعبقرية الذي محل المسألة تتبدى اصالته في ربط 
اجزانها . ولكن نة طرةقا لاربط مألوفة > سہلة نسداء تكفي لمسائل الدسطة 
وهذہ ینبغي ان نفہمہا فہما اکىداً ونبداً بتجربتہا حتی وان ادى الامر ف ‌النہاية 
الى الاستعاضة عنما بطرق اقل وضوحا . 

واليك تصنبفا شكلم ترتب فه بوضوح اعم طرق الربط واكثرهانفعا . 
ففي استخراج مسألة جديدة من المسألة الى امامنا عكن : 

)١(‏ ان تحتفظ با حول ونغير ما سواه ( المعطىات والشرط ) > او 

(۳) ان نغير الجہول والمعطات معا . 

ولندرس هذه الحالة : 

( الحالتان ۱ » ۲ > متشار كتان . وواقع الأمر أن بالامكان ان نحتفظ 
با حول والمعطىات ونغير المسألة بتغير الشرط وحده . وكمشل على ذلك نورد 
المسألتين التالىتبن » وها تىدوارن متكافئتين ولكنما اذا شئنا الدقة ليستا 
ڪذلك : 

ارسم ملا متساوي الزوايا ضلعه معلوم . 

والفرق بين النصين اذا كان يبدو طفة] في هذا المثال قد يكون عظم الشأن 
في حالات اخرى . وهي حالات ها امتا من بعض الوجوه ولكن يضق 
ا لمجال عن تفصلها هنا . قاررن المادة : المسألة المساعدة » ۷ > الملاحظة 
الأخيرة ) . 


۽ فالاحتفاظ بالجمول وتغير المعطبات والشرط من اجل تغير المسألة 


۸ 


المعطاة اكثر ما بكون ذا فائدة . والتوجسه انظر الى المجہول دستہدف حصر 
الذهن قي المسائل التي ها المجول نفسه . 

وقد نحاول ان نتذ كر مسألة من هذا النوع سبق حلما > ونحاول ان نتذ كر 
مسألة مألوفة نما هذا المحول او مجهول يشممه . فاذا نحن اخفقنا فى تذ كر مسألة 
کہذه فقد نبتکر مسألة : هل كنك ان تفکر في معطبات جديدة تازم لامجاد 
ا مول ؟ 

ورب مسألة جديدة ذات صلة وثىقة بالمسألة الى امامنا تكون اكش فائدة. 
فلا نحتفظ با حول ونحاول الاحتفاظ ببعض المعطات وبعض الشرط ثم نغير 
ما بقي - اقل تغير مكن > واحدة او اثنتين من المعطبات وجزءآ صغيراً من 
احزاء الشرط . والطرمقة الجيدة هي التي تنطوي على حذف شيء دون اضافة 
شيء آخر › فنحتفظ با حول ونحتفظ ببعض الشرط ونتغاضى عن الباق ولكن 
لا ندخل شيا جديدآً في الشرط ولا في المعطبات . ( والامثلة واللاحظات على 
هذه الحالة تأت بعد ۷ > ۸ ) . 

ه - الاحتفاظ بالمعطات : قد تحاول ان ندخل محولا جديداً يفدنا 
ويكون سل التناول . ومثل هذا الجول نأتي به من المعطبات . وهو ما تعنبه 
عندما نسأل السؤال : هل تستطيم ان تستنتج شيئًا يضدك من المعطات ؟ 


والذي تریده هنا امران : اوا ان يکون هذا الجېول سل التناول اي 
يسهل المحصول عله من المعطبات والثاني ان يكون هذا الجهول مفيداً اي ان 
اللسر ل عة م ال ةس ف ال اا وا اول ا 
بجحب ان کون الجہول الجديد موطىء قدم نصل منه الى الجپول الاصلي كحجر 
ف وط الول :فمو اقرب الا من الضفة الى رند الور الا قاذ ن 
رعا اله ضرا اقرب ال لك الخفة : 


فا حول الجدید تریده ان بکون سپل التناول ومفىداً فی آن واحد . هذا 
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ما نريده الا اننا في الواقع قد نضطر الى القناعة بأي شيء برجى منه بعض 
الفائدة وريا نقىل ايضا ان نحاول مجولاً ذا صلة با حول الاصلي حت وان لم يبد 
n N RT EEE‏ 


فاذا كانت المسألة ان نحصل على قطر متوازي المستطیلات ( کا في‌القسم ٩۸‏ ) 
فقد ندخل قطر احد وحوهه كمحهول حديد . وحن قد نعمل ذلك لن نعرف 
اننا اذا حصلنا على قطر الوجه نستطيم ان نحصل على القطر المطلوب ( كا في 
القسم ١ ٠‏ ) او قد نعمل ذلك لأا نرى ان الحصول على قطر الوجه سل 
ونشتمه قي انه قد بساعدنا في الحصول على القطر المطلوب ( قارن مادة : هل 
استعملت کل المعطات ؟ ١١‏ ) . 


واذا كانت المسألة ان ترسم دائرة فعلينا ان نجد شيئين : مر كزها ونصف 
قطرها . فىمكن ان نقول ان المسألة ذات قسمين . وفي بض الحالات يكون 
الحصول على احد القسمين اسمل فبجدر اذن في كل حالة ان ننظر في هذا 
الاحتال : هل عكنك ان تحل جزءا من المسأالة ؟ و ذا السؤال نوازن الاحقالات 
فنری ھل الاولی ان تنصرف الى نصف القطر ام الى المر کز فنتخنہ الجہول 
الجديد ؟ واسئلة كہذه كثيبراً ما تكون ذات فائدة »> وفى المسائل المعقدة 
والمسائل العالبة قد تأتي الفكرة الحاسمة باقتطاع فرع من المسألة سهل التناول 
جوهري . 

٦‏ - تغمير الول والمعطات معا . هذا يستدعي الابتععاد عن المسألة 
اا ا وا 
فقدان المسألة الرئيسية كلما . ولكننا قد 'نازم على مثل هذا التغبير الواسع اذا 
عجحزت التغيرات الاخرى عن اعطاء شىء يسل تناوله او يضد وقد بغرنا 
بالابتعاد عن المسألة الاصلية ان المسألة الجديدة أوسم املا بالنجاح . هل يمكنك 
ان تغير اجمول او المعطبات او كلما اذا لزم الامر حت يكون الجول الجديد 
والمعطىات الجديدة بعضها اقرب الى الىعض الآخر ؟ 
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ومن الطرق الشائقة لتغبير الجهول والمعطمات معا استبدال الجمول واحدى 
المعطمات كلا بالآخر (انظر مادة : هل يمكنك ان تستعمل النتىحة ؟ »۳ ) . 
N‏ والارتفاع النارل من 
الرس على القاعدة ع . 

ما المحہول ؟ مثلٹ . 


ما الممطبات ؟ خطان أ ٤ع‏ > 


a .‏ ۶ 
وزاوية ا . 


م 
کل ۱۳ 


فاذا كنا قد الفنا مسائل العمليات 
اهندسية فسنحاول تبسبط هذه المسألة حتى تصير مسألة تعبين نقطة . ترسم 
مستقيما ب ج يساوي الطول المعلوم أ . فكل ما يبقى ان نعين رأس المثلث أً 
المقابل للضام ب ج . انظر شكل ٠۳‏ . فہذا في الواقم سؤال حديك . 

ما امجمول ٩‏ النقطة أ . 


ما المعطبات ؟ الخط ع والزاوية أ والنقطتان ب > ج في موضع معان . 

ما الشرط ” البعد العمودي للنقطة أ عن المستقم ب ج بجحب ان يساوي ع > 
ح” بپ ادا 

اذن فقد حولنا المسألة بتغير الجمول والمعطات معا. فا حول الجديد نقطة 
و اہول القد مثلث وبعض المعطيات ما تزال لم تتغير : الارتفاع ع والزاوىة 
أ . ولكن في المسألة القدعة اعطىنا الطول أ والآن اعطننا النقطتين ب › ج 
DE‏ 

والمسألة الجديدة لرست صعبة والتوجه التالى يقرب البنا الجحل : 

افصل اجزاء الشرط بعضہا عن بعض “ وللشرط هنا حزءان.احدها تعلق 
بالارتفاع ع والآخر بالزاوية أ والنقطة المطلوبة براد ان تكون : 
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1 على بعد ع من المستقےم ب >" > 

1- رأس زاوية معلومة يمر ضلعاها بالنقطتين ب > ج . 

فادا احتفظنا حزء من الشرط وتغاضنا عن حزء فان النقطة لا تحدد لان 
جد عدة نقاط تفي بالشرط الاول وهي كل نقط المستقم الذي يوازي ب ج 
ويبعد عنه بمقدار ع * فمذا المستقم هو الحل الهندسي للنقط التي تفي بالشرط 
الاول . والحل المندسي للنقط التى تفي بالشرط الثاني هو قوس دائرة طرفاه في 
فار اعلن | هدس تت قطان فة اة ااا . 

وهذه الطريقة الى اتبعناها هنا جمنا بشكل خاص اذ يكن ان نحتذا فى 
NA A O AR SN‏ 

واحدى خطوات هذه الطربقة ذات اهىة اكش شعولا » ففى حل اى مسألة 
من « مسائل الاحاد » نستطبع ان تحذو حذوها انضاً : احتفخل ا 
واهمل الباق . وهذا يضعف شرط المسالة بالطبم وبقلل تحديد المجمول.فالى اي 
مدی کون الجپول عندئن عدا ؟ کف يتغیر ؟ وهذا السؤال يؤدي فی 
الواقع الى مسألة جديدة . فاذا كان امجول نقطة في مستتو (كما في الخال 
السابق ) فالحل بتطلب الحل المندسي ذه النقطة . واذا كان المجہول شيا 
ریاضا من نوع آخر ( کان مربعا فی القسم ۸ ٩‏ ) فعلینا ان نکتشف الصفات 
لمميزة أمجموعة اشاء من نوع هذا المجهول . حتى اذا كان المجول شيا غير 
رباضي ( كما في المثال القادم في ۸ ) فقد يكون من المغبد ان نجمع الاشاء التي 
تحقتى احد الشروط المفروضة على المجهول في المسألة ونكتشف الصفات التي 
رة خن ا 

۸ - مثال : في مسألة انجليزية في الكلات المتقاطعة ما بعتمد على التلاعب 


المستقمم ب > يقسم المستوي الى نصقمن فنختار احد هذبن النصفين لنعين أ فيه ولذا نقول 


\oY 


بالالفاظ تنجد ما بلي : « من البمين ومن اليسار > جزء في آلة ( ه احرف ) » ۔ 

ما امحمول ? كامة انجلزية . 

ما الشرط ? الكلمة خمسة احرف وهى تتعلى حزء مامن آلة ما٤‏ وقد 
تکون » على ما نأمل ٤‏ من الکامات الالرة ب 

هل الشرط كاف لتعين المحول ؟ كلا . او لعله يكفي > ولكن ما نفہمه 
منه الآن غير كاف , فېنالك عدة كامات كمسة احرف Lever, Screw Jû‏ 
وغيرها . 

والشرط موضوع دشكل غامض ٤‏ عن قصد لا شك . فاذا لم نجد ما يكون 
جزءاً من آلة عن يىنها وعن يسارها فقد نستنتج ان المعنى المقصود ان الكامة 
تقرأً نة ويسرة . ومن المناسب ان نفسح مجالاً هذا الاحعال . 

افصل اجزاء الشرط بعضها عن بعض . قالشرط ذو جزءبن احدها يتعلق 
بمعنى الكامة والآخر بحروفا . فالكلمة يازم ان تكون : 

(1 ) قصيرة تعنى جزءآً من لة › 

5 س احرف ادا قرات هه او نة تی ر امن 1ل انعا 

فاذا اخذنا احد الجزءبن واهلنا الثاني فالمجهول لا يتحدد نائ لأن هنالك 
عدة كامات تفي بالجزء الأول من الشرط . وهنانوع من امحل المندسي عكن 
ان نتابعه حتى يقاطع الحل المندسي للشسرط الثاني والاجراء الطبيعي ان 
نر كز الذهن في القسم الاول من الشرط > فنتذ كر كلمات ها المعنى المطلوب > 
م ننظر اذا كان ما عدد الحروف المطلوب وكانت تقراً نة ويسرة . وقد 
نتذكر عدة كامات قبل ان نتقع على الكامة المناسبة فنالك 
Jzl Motor, Lever, Screw, Shaft, Wheel, Hinge,‏ > الكامة المطلوبة 
Rotor‏ کن 


٩‏ - في ٣‏ عددنا الامكانبات اربط بعض عناص المسألة التي امامنا من 
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« مسائل الاحاد » قصد المجصول على مسالة جديدة . ولكناقد غغصل على 
مسألتين او اكش > لا مسألة واحدة . وهذا احتال نكتفي بالاشارة اله . 

ومن الاحعالات ايضا ان حل مسألة من « مسائل الامحاد » قد بعتمد علىحل 
مسالة من « مسائل الاثات » وهذا ايض نکتفي بالاشارة اله رغم اميته > 
ويضى المجال عن تقفصبله . 

٠‏ - ولكن لا مندوحة لنا عن اضافة ملاحظات قصيرة بشان « مسائل 
الاثات » وان تکون تطابی ما ذ کرنا عن « مسائل الامحاد » ( من ۲ الی .)٩‏ 

فعندما نفمم المسألة بوجه بحب على الغالب ان نفحص جزءما الرئيسسان : 
ا لمفروض والمطلوب وان نتفهمها فما جىداً . ما المفروض ? ما المطلوب ؟ 
فاذا اردتا مزيداً من التدققى فى التفاصل فبمكن ان نفصل اجزاء الفروض 
بعضہا عن بعض وننظر في كل جزء على حدة ٤‏ شم قد حتاج الى تفاصل اخرى 
فنزید المالة تفکتکا ٤‏ ٌ نحاول ردط احزاا على صورة حديدة تحعل 
منها نظرية حديدة . ولدينا هنا ثلاث امكانىات : 

)١(‏ ان نبقي المطلوب على حاله ونغير المفروض فنحاول ان نتذكر ذظرية 
من هذا النوع . انظر الى المطلوب وحاول ان تتذ كر نظرية فما هذا المطلوب 
او مطلوب يشبه . فاذا عجزنا عن ذلك فقد نبتكر نظرية جديدة . هل 
تستطبم ان تجد مفروضاً جديداً نستنتج منه المطلوب بسهولة ؟ وقد نلجاً الى 
تغبير المفروض بحذف جزء منه دون أن نضف شا اله . احتفظ عض 
المغروض واترك الباق هل يبقى ما يطلب اثباته صحسحا ؟ 

(۲) نمقي المفروض على حاله ونغير الإطلوب . هل نستطبع أن نستنتج من 
المروض شنا رفىدك ؟ 

(۴) نغير الممروض والمطلوب معا . وحن ىل الى تغب ها معا ان ل جد 
تغر اي منا وحده . هل يمكنك ان تغير المفروض › او المطلوب او كلمم) ادا 
لزم الأمر الى مفروض ومطلوب جدیدبن اقرب الى بعض ؟ 
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ولن نحاول ان نفصل هنا الامكانبات الختلفة الى نجدها عندما نأتي مسألتين 
نربط المسألة بمسألة من نوع « مسائل الابحاد » . 


التقدم في العمل وانجازه 


هل احرزت اي تقدم ؟ ما الشيء الجوهري الذي انجزته ؟ قد تسأل نفسك 
اسئلة من هذا النوع وانت تحل مسالتك › او قد توجہہا لطلابك وانت تشرف 
على حلم . وهذا يتبح لك أن تحك بشيء من الثقة على مدى التقدم الذي تم في 
حالات معدودة حددة . ولكن النقلة من هذه الحالات المحددة الى وصف عام 
لمدى التقدم فى العمل ليست بالسہلة . الا أنه لا بد من هذه النقلة اذا شئنا ات 
تجعل دراستنا للهورستىكا كاملة ولا بد من توضح العناصر التي يتألف منما بوجه 
عام التقدم في العمل وانجازه . 

- فلك نحل مسألة ما حب أن بكون لدينا بعض المعرفة عن موضوعها 
اب ان غم نى عاض اماتا النابهة الكاسة ى اغاق الداكرة 
وفہمنا لامسألة فی نپاتہا محوي! کثر بکشر ما کان‌علیه فی بدایتہا. ناذا زدنا علىه؟ 
زدنا ما استطعنا أن تستخلصه من الذاكرة. فلك نحصل على الحل علمنا ان 
جا غ رغ سانل ی اء ورات فت دراستہا 
وتطرتفات شى غر تاها .:واشكلاض هذه الفتاضر من الداكرة عكن. ان 
نسمبه التعبئة او الحشد . 

- ولك نحل مسألة ما لا بكفي أن نتذ كر حقائق منفصلا بءضہا عن 
بعض بل يازم أن نربط بين هذه الحقائق بشكل يلام المسألة . فعند حل مسألة 
نيتكر حجة تربط الحقائى المنفصلة ني كل عام . وهذاالربط واللاءمة بين 
الحقائق كن أن نسميه بالتنظم . 


۳ والح ان حشد المعلومات وتنظمما لا مكن فصل احدها عن إلآخر. 
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فنحن اذ نر كز الذهن على مسألة يستعيد ذهننا من الحقائق ما يتصل بسبب 
قريب او بعد هذه المسألة فلا يكون مة ما نربط وننظم الا ما استعدناه 
وساد 

فحشد المعلومات وتنظمها وجہان فقط من علىة واحدة معقدة متعددة 
وجوه :; 

) - ومن الوجوه الاخرى لتقدمنا في العمل ان طراز ادراكنا له تغبر . 
فادرا کنا اذ بزداد ثروة بالمعلومات التی نستعیدها ونکقېا له وند چا فته يغدو 
في النہاية أوفى واکمل ما کان في البدء . ولکې نصل بادراکنا من صورته 
الابتدائىة الى صورة انسب واحسن نلنظر في المسألة من نواحي حتلفة ونقلبما 
على وجوه عدة > وقد يتعذر علينا أن نحرز اي تقدم في العمل بدون تغبير 
السا 

ه-وبىنا حن‌نتقدم صوب الهدف‌النہاني‌تر اها كثر واکثر وکلا ازدادت‌رؤیتنا 
له أيقنا ان قد زاد قربنا منه . وكلا تقدم تفحصنا لامسألة أمكن تنبۇنا عا بجحب 
مله من اجل ال حل و كق بحب أن يعمل . فنحن اذ نحل مسألة رياضة قد 
بحالفنا الحظ فنرى نظرية سابقة بحب تطبىقما او مسألة سابقة عكن الاستفادة 
منها “ او عودة الى المعنى الدقق لمصطلح تقني لا بد منها . وهذا امر قد لا نراه 
بعين الىقين ولكنا نقدر تقدبراً انه معقول . فالىقين نصل اله فقط عندما 
يكتمل المحل . أما قىل ذلك فبكفنا التقدير . وبدون هذه الاعتبارات 
التقدبرية المعقولة لا نصل الى الحل البقمني النهائي . اننا نحتاج الى التفكير 
الھورستىکی . 

- وما هو التقدم نحو الحل ؟ انه تعبئة معاوماتنا وتنظيمما وتطور فممنا 
لامسألة وزبادة مقدرتنا على ادراك الخطوات التالبسة التي يتألف منہا الحل 
النهائي . ونحن قد نتقدم بثبات وخطى بطبئثة ولكننا بعد حين وحين نتقدم 
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فجأة بطفرات وقفزات. والقفزة الفجائبة حوالحل هي الفكرة النيرة او الفكرة 
الطببة أو وقدة الذهن ( وها اصطلاح فني مناسب في الالمانية هو لافگصذ٤‏ ) . 
وما الفكرة النبرة ؟ انها تغبر مفاجىء فى وجة النظر > تعديل مفاجىء لفہمنا 
للمسألة » ادراك واثق مفاحىء لخطوات نخطوها من احل الحل . 

۷ - وما تقدم يتضمن اسئلة الثبت وتوجمهاته المناسبة والاساس الذي بنيت 
عله . فكشر منہا دستہدف بصورة مىاشرة حشد معلوماتنا السابقة المكتسبة 
مثل : ھل رایتہا من قبل ؟ ام هل رأیتہا بشكل قريب ؟ هل تعرف مسألة 
دات صلة بمسألتك ؟ هل تعرف نظرية قد تفىدك ؟ انظر الى الجهول >“ وحاول 
ان تحد مسألة تعرفما فسا الحهول هذا او مجهول يشه . 

وهنالك حالات كثرة نرى فسا ان قد عباتا المعلومات المناسة فننصرف 
الى تنظمما تنظضما مناسا : هذه مسألة تتصل مسألتك وقد حللتما من قبل > 
فہل یکن ان تفید منما؟ هل یکنك ان تفید من نتیجتہا ؟ هل كنك ان تفید 
من طریقتہا ؟ هل يازم أن تدخل عنصراً مساعداً عكنك من ان تستفید منہا ؟ 

وهنالك حالات كثيرة نشعر فبا اننا م نجمع بعد ما يكفي من مواد . 
فنتساءل ماذا بنقصنا : هل استعملت كل المعطىات ؟ هل استعملت كل الشرط ؟ 
هل اخذت بعين الاعتبار كل المبادىء التي تنطوي علبما المسألة ؟ 

وبعض الاسئلة تستهدف بصورة مباشرة تغير المسالة : هل عكنك اعادة 
المسألة يعبارة من عندك ؟ هل عكنك ان تعدها بشكل آخر ؟ وة اسئلة 
كثبرة تستمدف تغسر المسأالة بطرق خاصة مثل العودة الى التعريف او استعمال 
المقابلة او التعمم ا تفكىك المسألة وربطا من جديد . وهناك 
اسئلة اخرى ايضا تستهدف ان تحاول ادراك طسعة الحل الذي تجاهد للحصول 
عله : هل عكن ان يتحقق الشرط ؟ هل الشرط كاف لتعين الجهول ؟ ام هو 
لا يكفي ؟ ام فبه لغو ؟ ام فيه تناقض ؟ 


\o¥ 


واسئلة الثدت وتوجمماته لا تذ كر بصورة مباشرة القكرة النبرة ولكنها 
كلها في الواقع تحوم حوهما . ففمم المسألة يمد للفكرة النيرة >“ وابتكار الخطة 
بوحي ا »> وعندما نراها ننفذ خطتنا ٤‏ ثم نحن حابن نعيد النظر في خطوات 
الحل ونتىجته انا نحاول ان نستغل الفكرة النبرة احسن استغلال * . 


الجاث_ل 


للقاثل معنبان مألوفان معنى خاص هندمي > ومعنى عام منطقي . 

فاهندسة الفراغبة الابتدائىة تعترف بنوعين من الهاثل “ الاثل بالنسبة الى 
سطح ما ( يسمى سطح التاثل ) والتاثل بالنسبة الى نقطة ما ( تسمى مركز 
الائ وال جسم الانساني يبدو أنه متاثل الى حد ما ولكنه في الواقع غير 
متاثل . فكثير من الاعضاء الداخلبة ليست ماثلة الوضع أما التمثال فقد يكون 
تام الټاثل بالنسبة الى مستو. رأسي يقسمه الى نصقين مقاثلين حتى لبدو انه يكن 
« استبدال » کل منما بالآخر . 

وحسب المعنى العام للكامة نعتبر الكل معاثلا اذا كان بحوي اجزاء كن 
استبداها بعضہا ببعض . وهذا بؤدي الى عدد من ضروب التاثل تتبابن بعدد 
الاجزاء القابلة للاستمدال والعملىات اللازمة ذا الاستبدال . فاللكعب مثلا 
ذو تاثل عظم فوجوهه الستة عكن استبداها بعضہا ببعض وكذلك رؤوسه 
الغانمة وحافاته الاثنتا عشرة . والعبارة ص ع + ع س + س ص متاثلة فاي 
اثنين من الرموز س ٤‏ ص ٤ع‏ ؛ كن استبدال أحدها بالآخر دون أن تتغير 
العمارة . 


والاثل بعناه العام يمنا في بحشنا هذا . فاذا كانت المسألة متاثلة على شكل 


ي اكثر موضوعات هذه الادة شرحت مفصلة في مقالة لمؤلف في : 
Acta Psychologica Vol. 4, ( 1938 ), pp. 113 - 170 ).‏ ( 
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نعالج هذه الاجزاء ( الى تلعب ادواراً ماثلة في المسألة ) بطربقة واحدة . 
( انظر المادة : العتناصر المساعدة ؛ ۳ ) . 

فالاشماء المجاثلة تعالج بطری مجائلة فلا تدم بدون مبرر الجاثل الطبيعي . 
ولکننا قد نضطر احباتا ان نعالج الاشاء الماثلة بصورة غير مجاثلة . فالقفازان 
حتما مټاثلان ولکن لا احد بعال جا بالټاثل > فلا احد يلسا في وقت واحد 
امابئلن ا وواعدا د الاخ 

والاثل قد يفيد ايضا في تحقبتى النتائج . انظر القسم 1 . 
التنائض 

انظر مادة : الشرط . 


تنفيذ الخطة 

وضع الجخطة وتنفيذها امران حتلفان . ويصدى هذا على المسائل الرباضة > 
فان بين ادراك الخطة وتنضذها فرقا في طسعة العملىة نقسما . 

١‏ - ففي سبل الوصول الى الححة القاطعة النهائة قد نستعمل حججا موقتة 
کل ما في امرها ان العقل يستصوا “ کا تستعمل الدعائم الخشبة لتسند اسر 
اثناء بنائه . و تزال هذه الدعائم اذا تم البناء فسقى الجسر قا) > فكذلك 
نستغني عن كل المحجج الموقتة الاستصوابة اذ نتقدم في الحل ونستبقي الحجة 
القاطعة وحدها . 

فعند ابتكار خطة الحل ينغي الا نخشى الاعاد على مدا استصوابي عض 
او تفکبر هورستيکې فکل شيء صحبح اذا هو ادی الى فكرة صحبحة .ولکن 
عندما نشرع في تنفىذ الخطة بتغير الموقف فلا نقبل الا الحجج القاطعة الدقرقة . 
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عند تنفيذ خطة الحل حقى كل خطوة . هل تستطبم ان ترى بوضوح انالخطوة 
صحبحة ؟ وكلا زادت عنايتنا بتحقتق خطوات الحل اثناء تنفىذ الخطة 
امكن استعمال التفكير المورستمكي في محاولة ابتكارها بامان . 

۲ وينبغي ان نعطي جانبا من العناية للترتيب الذي نضع به تفاصسلل 
الخطة »> لا سما اذا كانت المسألة معقدة . فنحن بحب الا نحذف شيا من 
التفاصيل وان تفم علاقة كل منما بالمسألة كا بجحب ألا يغب عن اذهاننا الرابطة 
بين الخطوات الرئيسة > وكل هذا يقتضي ان نير بالترتيب المناسب . 

فالتفاصيل الثانوية لا يعقل ان نشغل بتحقيةما قبل ان يقوم ما يدعو الى 
الاعتقاد بان الخطوات الرئيسبة فى حجتنا سليمة . فاذا كان ة صدع في المحرى 
الرئسى للطريقة فلا يضد معه تحقىتق أي من التفصلات الثانوية . 

والترتيب الذى نتمعه عند السير ف خطوات الطربقة قد مختلف اختلافا 
RENE‏ الخطوات . والترتیب الدى نکتب به 
التفاصل في شكلما النہاني قد يغابرها حميعا . ارايت NS‏ ف 
اصوله تفاصل ححته عرضا رصنا نظاما قلده کشثبرون وانتقده کشرون ؟ 

٣‏ س فعند اقلاىدس تمجه کل المححج في اتجاه واحد > من المعطىات الى 
ا حول فى « مسائل‌الابحاد » ومن المغروض الى المطلوب ق « مسائل الاثيات ». 
فكل عنصر جديد > كل نقطة او خط > الخ » يستنتج استنتاجا صحبحا من 
المعطات او من العناصر الى استنتحت استنتاج] صحسحا في خطوات سابقة . 
وكل حققة جديدة بحب ان يرهن علا برهانا صحبحا من المغروض او من 
حقائق تم اثباتا في خطوات سابقة . وكل عنصر جديد او حقىقة تختبر حالما 
قظمر ثم يذتهي امرها . وهكذا نر كز الذهن في الخطوة التي امامنا > لا يمنا ما 
مضی ولا منا ماهو آتر > وآلخر عنصر جدید نرید تحقىقه هو المحہول وآخر 
حقىقة جديدة نريد اثباتها هي المطلوب > واذا کانت خطواتنا کہا صحسحة 
كانت الخطوة الاخيرة ايضا صحبحة وكانت الطربقة كلما صححة . 
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ان طريقة اقليدس كن ان نوصي با بعزم وبلا تحفظ اذا كان القصد 
فحص الطريقة بالتفصمل لا سما اذا كانت الطريقة طريقتنا وكانت طويلة معقدة 
نحن عثرنا علبما ونحن فحصنا خطواتا المريضة ول يبق الا ان نفحص تفاصاما 
واحدة واحدة - فلا شيء افضل من كتابة الحجة كلما على طريقة اقلىدس . 

ولكن طريقة اقلىدس لا مكن ان نوصي بها بدون تحفظ اذا كان القصد 
نقل الحجة الى قارىء او سامع ل بعل بها من قبل . فطريقة اقليدس رائعة في 
اظہار نقاط الحجة الختلفة ولكنما ليست ذه الروعة في اظہار الخطر 
الرئيسي للطريقة العامة . والقارىء الد كي برى بسهولة ان كل خطوة 
صحبحة ولكنه جد صعوبة كبيرة قي ادرالك مصدرها وغايتما وارتباطها 
بالطردقة العامة . 

وسبب هذه الصعوبة ان عرض اقلندس كثيراً ما يسير في اتجاه يعا كس 
الترتيب الطببعي لابتكار الطريقة . ( ان عرض اقليدس يتتبع بلا هوادة النظام 
« التر كي » انظر مادة : بابس > لا سما الملاحظات ۳ ٠١ > ) ٤‏ ) . 

۽ فصفوة القول ان طريقة اقلىدس اذ عضي بلا هوادة من المعطبات الى 
ابجهول ومن المفروض الى المطلوب طريقة. مثلى لتحقيق تفاصيل الحجة ولكنما 
بعمدة عن المثالبة في تفم الخط الرئيسي للحجة . 

واا لنرغب رغبة اكيدة ان يفحص الطلاب طريقتهم على غرار اقليدس 
مبتدئين من المعطبات الى المجهول محققين كل خطوة وان يكن ذلك لا داعي 
الى المغالاة في فرضه . ولكن ليس من المرغوب فيه ان تعرض عدة براهين هذه 
الطريقة »> وان تكن عظبمة الفائدة اذا جاءت بعد مناقشة للألة تجري کا 
بوصي هذا الكتاببطريقة يكتشف ا الطلابيساعدة المدرس الفكرة الرئيسة 
بتفكير مستقل بقدر الامكان . ومن المرغوب فيه ايضا الطريقة التي تتب ها 
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بعض الکتّب المدرسىة اد تدا بعرض ھکل بد ېي لافكرة الرندسىة م تدّہعه 
فما بعد بالتفاصضل معروضة على طريقة اقليدس . 

ه - والرباضي المدقتق حين بريد ان تقتنع نفسه بصحة نظريته محاول ا 
براها بمداهة بالاضافة الى البرهان الشكلي . هل ترى بوضوح انها صحبحة ؟ هل 
عكنك ان تثدت صحتها ؟ وشأن الرباضي المدقى في ذلك شأن السندة المدقةة في 
في السوى اذ هي كا تقتنع بنوع النسبج تريد ان تراه وان تاه . فرؤية الحققة 
البداهة والبزهان الشكلي علبما سبيلان مختلفان لإدرا كنا وها لازمتان ازوم 
حاستی الرؤية والامس لادراك الشيء المادي . 

والادراك البديي قد يسبت البرهان الشكلي فكل طالب ذ كى يدرك ات 
کل مستقمین بوازبان ثالث متوازيان ( سواء كانت المستقمات الثلاثة او لم تكن في 
مستوى واحد ).. وهو يدرك ذلك حالما يفم معناه ومن‌غير دراسة منظهة 
للہندسة الفراغىة > الا ان برهان ذلك کا ورد في نظرية ٩‏ من كتاب اقلايدس 
ا لحادي عشر بحتاج الى استعداد طويل دقىق ومارة كبيرة . 

د ا اراهن ار فد ت ر 
الىداهة ل و دی ۳ مستقمات تۇخذ لا على 
التعبين تقسم المستوى الى ۷ اقسام ( انظر الى القسم الوحد المحدود منها وهو 
المئلث الذي تحده هذه المستقمات ) ولكن قاما ند من نستطيم ما "ان سن 
خباله ان يدرك ان ه مستويات توؤخذ لا على التعين تقسم الفضاء الى ۲٢‏ قسما . 
ولکن هذا یکن اثباته اثباتا رصينا » وهو اثبات ليس بالطويلل ولیس 
بالصمب . 

فعند تنضذ خطتنا نحقتقى كل خطوة ؛ وف تحققالخطوات تعتمد على النداهة 
ونعتمد على البرهان الشكاي . والبداهة سبق البزهان الشكلي احبانا واحانا 
يسبقما > ومن التمرينات الشائقة المفيدة ان نجرب البرهان بالطربقتين . هال 
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ترى بوضوح ان الخطوة صحبحة ؟ نعم أًراها بوضوح وجلاء - فمنا البداهة 
سابقة . ولكن هل يلحت ہا البرهان الشكلي ؟ هل مكنك ابضا ان 
عي 

وف حاو لتا اثىات ما نراه دداهة بالبرهان الشكلي ورؤية ما ندنه بالەرهان 
تمرين عقلى يشحذ الذهن ولكن المؤسف اتنا لا جد دانما الوقت الكافي لذلك 
في غرفة الدرس والمشال الذي شرحناه في القسمان ۳ ١‏ + ج ١‏ مثال نموذجي 
على ذلك . 
الحذلقة والدراية : 

هذان تصرفان متضادان تحاه القوانين : 

١‏ اما تطبق القانون حرفا »> بصرامة وبلا تفكير حسث بلق وحىث 
لا بلق “ فمذا حذلقة . وبعض المتحذلقين حمقى فم لا يفهمون القاعدة التي 
يطبقو نا بنزاهة تادرة وبلا تنيز . وبعضهم قد يكون حالفه النجاح بادىء ذي 
قاعدة له فو فاما خطیء . 

واما تطسق القانون بسلاة طسعبة وبحكمة وبتسيز للحالات الى فما 
دلىق » ومن غر ان بتاح لنص القانون ان یطغی على روحه واهداقه أو عل 
الاحتالات الخاصة للأوضاع الختلفة فمذه دراية . 

٣‏ - واسئلة الثبت وتوجمماته نريد منا ان تكون عونا للذي محل الارن 
بنفسه وعونا للهدرس . ولکن قبل کل شيءَ جب ان تفېم وان یعرف کف 
تستعمل استعمالا . ومعرفتنا تتأتى بالتجربة والخطاً > بالفشل والنجاح › بالخرة 
التى تكتسما بالمران على استعما ها . شم ان استعماها لا جوز ان بصير حذلقة 
فلا يسل سال ولا يلقي توجبه ددون تميز او بحي العادة . كن مستعدآ لتنويم 
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الاسئلة والتوجبهات واستعمل حكمتك وحسن تصرفك . وانت قادم علىمسألة 
صعبة مثيبرة فكل خطوة تخطوها ينغي ان تنجم بصورة طبسعبمة عن نظر 
كامة تقوطما عن تفم مشا كله وعطف عليه . 

اما اذا شت ان تتحذلى وكان لا بد من قاعدة تتمعها بلا هوادة فالىك 
هذه : استعمل عقلك دانمما وقل کل شىء . 
حلال المسائل الذي : 

يسائل نفسه اسئلة کال في متنا قد بکون اکتشفہا بنفسه او قد يڪون 
معا من غبره . فادرك طردقة استعا ها > فهو من حدث لا دشعر يڪررها 
مرة بعد مرة . او لعل سۇالاً يستمويه بشكل خاص لأنه جزء منتكىفه الذهني 
تجاه مرحلة معبنة من مراحل الحل فو يستدعه کي يتح لنقسه هذا التكىف. 

وحلال المسائل الذ كي قد جحد في اسئلة ثبتنا وتوجماته ما يقىده . وهو قد 
يفم الشروح والامثلة التي توضح احد الاسئلة ولكنه يستشعر شكا من حىث 
استعاله الاستعمال المناسب فلكي بفهمه الفهم الصحبح عليه ان جرب متابصة 
العملمة الذهنة الى يقتضمما السؤال فاذا هو تابعها فقد يدرك فائدة سؤاله 
ور بكتشف بنفسه كىفىة استعاله . 

وحلال المسائل الذ كي حدر به ان ڪون مستعدا لان يسال كل اسئلة 
الست على الا حاول ذلك الا عن امعان دقىق بالامر تنبعث من ملكته وتفكبره 

وعلبه ان يدرك وحده هل الحالة التى امامه تشه الشبه الكافي او لا تشه 
الحالة التي رأى فما السؤال وتي ثرته المطلوبة . 

وحلال المسائل الذ كي بحاول قبل كل شيء ان يفهم مسألته باتم واجلى ما 
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وسشطبع . الا ان افم وحده لا يفي فعلبه آن بر کز ذهنه فیها وأ تتوفر لدیه 
الرغبة في حلها . فان م جد الرغبة الكافية فخير له ان يرجىء الحل الى حين . 
فان السر المكشوف للنجاح المحقىقي هو ان تنصرف بكيانك كل الى مسألتك . 


رياضي المستقبل : 


یکن ان تتوقع من شخص ان يصیر ریاضا اذا کان ماهرآ في حل 
المسائل . ولكن المهارة وحدها لا تكفي . نمع مضي الوقت عليه ان محل مسائل 
رياضبة بارزة . وقبل كل شيء عليه ان جد بنفسه الى اي توع من هذه المسائل 


واهم ما في اي حل بالنسبة البه هو مراجعة ا لمل عندما يكتمل . فاذا 
هو مر بنظره على طريقته وعلى الشكل النهاني للنتيجة فمنالك قد بجد مالا حد 
له من امور تستحت عنايته . فېو قد يتأمل مواطن الصعوبة في المسألة والفكرة 
الجاسمة . وهو قد محاول ان يتين ما عاقه وعادا تغلب عله في النهاية . وهو قد 
يىحث عن مبادىء بد ية بسبطة : هل كنك ان تتصورها بامحة ؟ وهو قد 
بقارن او يستكمل طرقا ختلفة للحل : هل كنك ان تستنتج النتيجة بطريقة 
اخری ؟ وهو قد يوضح مسألته الحاضرة بقارنتما مسائل سبتى حلا . وهو قد 
بحاول ان يبتكر مسائل جديدة بحلها على اساس حله الذي اكتمل : هل كنك 
ان تستعمل النتىجة او الطريقة في حل مسألة اخرى ؟ فاذا هو هضم السألة 
التي حلا هضما تما فانه يكتسب معرفةمنظمة تنظما جداً مہباًة للاستعمال. 

ورياضي المستقبل كغيره يتعل بحا كاة والتمرين . فعليه ان يبحث عن 
النموذج المناسب او المخلالاعلى الذي محا كيه فليراقب المدرس الذي يفتق‌الاذهان 
بفعالىته » ولبتبار مع صديتى له قدير “ وعله الا يكتفي بالكتب المدرسىة 
الدارجة بل اث يقرا أيضا لمؤلفين الممتازين حت جد منهم من يستشعر في 
نفسه مىلا طبیعبا لتقلیده . شم علبه ان بحصل على ما يبدو له سلا او مفیدآً أو 
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ىلا ويتسلى به . ونجدر به أن بحل التاربن وتار منها مايسابر مموله 
ويتأمل حاوطما وييتكر تارين جديدة . فبمذه الطرق وبكل طريقة اخرى 
غ اه تفل ال اوك ا ك اة افا ري | كتاق ما عدوم هة 


الشرط 

جزء اساسي فى « مسائل الاحاد » . انظر مادة : مسائل الاجاد ومسائل 
الاثىات وانظر ابضا مادة : المصطلحات ؛› قدعها وحديشا ٤‏ ۲ . 

ويكون في الشرط لغو اذا كان بحوي عناصر فضولية لا تازم في الحل . 
ور کون فىه تناقض ذا کانت عناصره تتضارب حت لا جد ما يقي به . 

فاذا كان التعير الرياضي عن الشرط بحوي معادلات تزيد عن عدد امحاهتل 
كان في الشرط لغو او تناقض . واذا كان التعبير عنه حوي معادلات تنقص عن 
عدد ا اهيل كان الشرط غير كاف لتعبينما . واذا کان التعمير عنه بحوي 
معادلات بقدر الجحاهىل فهو عادة بكفي لتعبينما ولكن قد بکون قه احانا 
تناقض او نقص . 
طريقة الخلف وطريقة البرهان غبر المباشر 

هاتان طرىقتان ختلفتان ولکن) مترابطتان . 

فطريقة الخلف تبين بطلان فرض من الفروض عن طربى استنتاج نتىجة منه 
بطلانها ظاهر . وهي طريقة رباضة قبا شبه بالتورية عند الادباء الساخرين . 


ففي التورية قد بؤخذ رأي ما بأسلوب ظاهره الجد ولكنه يصور الرأي بصورة 
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امأ طردقة ة البرهان غير الماشر فتثدت صحة الحقىققة باثىات ان عکسہا 
باطل . و هذا شه عا يصنع دهاة السباسة في الانتخابات عندما يعمل احد 
المتنافسين فى سبل الفوز ما بشوه سمعة خصمه : 

وكلا الطريقتين »> طريقة الخلف وطربقة البرهان. غير المناشر > أداتان 
قویتان للابتكار؛ وسہل ان تخطر! على بال المرء تحن بفكر عسألته . ولڪن 
عددآً من الفلاسفة وکا من المىتدئان بكرهوم»)ا e‏ 
الساخرون ودهاة السياسيين لا برضى عنهم كل الناس . وسنوضح شأن الطريقتين 
يامملة ج نناقش الاعتراضات علا بعد ذلك . 


١‏ - طريقة الخلف : اكتب اعداداً على أن تستعمل كلا من الارقام العشرة 
مرة واحدة فحسب وحىث يكون هموع الاعداد ٠٠١‏ . 

قد نحد في حل هذه الاحجة ما يستحق أن نتعامه > ولكن نصا حاجة 
الى توضبح . 

ما المجول ؟ عموعة اعداد . ونعنى بها هنا اعدادا صحبحة . 

ما المعطبات ؟ العدد ٠٠١‏ . 

ما الشرط ؟ للشرط جزءان : اوطمما كتابة الاعداد المطلوبة محسث نستغمل 
کلا من الارقام AA‘ YoY“‏ مرة واخ نة 
فحسب . والثانی ان یکون معموع هذه الاعداد الى نكتىما ١ء٠٠‏ . 

ا ن الوط و اهل الان فال الول هن افرط ميل فة 
فا لمجموعة ۱۹ ٠١ > )1 ١ ۳۷ ° ۲۸ ٩‏ كل واحد من الارقام برد فها مرة 
وأحدة . E yS‏ 
وليس ٠٠١‏ فلنحاول مرة ثانبة ي 
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وهذا يفي بالجزء الاول من الشرط ويكاد يفي بالجزء الثاني فعندنا ٩٩‏ بدل 
**] ° 

وكذلك يسل تحقمتق الجزء الثاني من الشرط اذا اهملنا الجزء الأول . 

.1=ft+o+ +¥ +۳ + ۲A +۹ 

فهذأ لا يقي با لجزء الاول لأن الرة ١‏ استعمل مرتين والصفر ل يستعمل ابداً 
فلنحرب مرة ثانىة : 

قد نجرب بضع مرات فنجد أننا نفشل في ابجاد جموعة تفي بالشرطين معا . 
وهنا تبرز المسألة : اثبت انه بستحصل تحقمق الشرط كله فى عموعة واحدة . 

وهذه المسألة قد ت دو حت لأحسن الطلاب انا فوق مستوام . ولكن 
سل اعطاء الجواب اذا أحسنا التصرف . فعلىنا ان نفحص حالة نفرض فما 
انها تفي بالشرطين معا . 

لقد قامت الشمة على ان الشرطين لا بمكن ان بتحققا معا وقد ابرز لنا ذلك 
خبرتنا الناشئة عن تجاربنا قي حل المسألة . ولكن لنجابه المسألة بذهن صاف 
ولننظر في الحالة الى افترضناها وافترضنا او ادعبنا انما تحقتى الشرطابن معا . 
فنحن الآن نتخل عموعة اعداد حاصل جمعما ٠٠١‏ قهذه بحب ان بكون كل 
عدد منہا من رقم او رقمین . اذن فعندنا أرقام في منزلة الآحاد وارقام قي 
E E E OE‏ ای “٩‏ وکل 
منٻا باتي في موعتنا التي فرضناها مرة واحدة . وحن نعرف ان جموع هذه 
الارقام هو : 

fo=Q+ALYH+N+oOoFLHFTHEYH1 4°‏ 
توحي لنا الفطنة ان جموع ارقام العشرات ذو شأن ني المسألة فلنعتبر ان هذا 
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المحموع ع . فبنبغي ان يكون موع ارقام الآحاد ەع . فمجوع الاعداد 
اذری : 

=(E—{fo)+E1°* 

وهذهمعادلة براد ان جد قبمةع فمما. وهي معادلة من الدرجة الاولى وتعطي 

o0 

a 

ولكن هنا خطاً ما لا شك . فقد نتج معنا ان ع ليست عدداً صحسحا 
وهي بحب حسب المفروض ان تكون عدداً صححا . اذن فعندما افترضنا ان 
جزأي الشسرط يتحققان في موعة اعداد قادنا هذا الافتراض الى تتنجة غير 
صحسحة . فكىف نفسر ذلك ؟ نفسره بان افتراضنا الاصلى خاطىء فلا 
یکن أت حن حرا ار غ ق وع واج وان فقت وصفاال هذا 
وبرهنا على ان جزأي الشرط لا يتلاءمان . 

وهذا الطراز من الاستنتاج هو طراز غوذجي لطريقة الخلف . 

. ملاحظات : فلننظر الى هذا الطراز مرة اخرى لنتفمم مرماه العام‎ - ٣ 

نريد ان نيرهن على ان من المستحبل تحقىى شرط معين اي ان الحالة الى 
ف کل ا ال ها ی ا رود ف او ت ای ك 
I E‏ 
نستطبع ان نتبين فيا نقاط الخطاً ولا بد من أن نقع على نقطة خاطئة فسماحق 
نستطيم أن نقم الحجة الدامغة على استحالة وجودها فالاجراء الذي به نجحنا 
في حل المثال السابق اجراء معقول بوجه عام : نتفحص حالة مفترضة نعتهرها 
تفي بالشرط كله رغم اننا قد نرى ان هذه الحالة بعبدة الاحتال . 

والقارىء الخبر تتبدى له هنا نقطة اخرى . فقد كانت النطوة الرئيسة في 
حلنا السابق هي وضع معادلة في ع وقد کان بالامکان ان نصل الى تلك المعادلة 
دون ان تقوم لدينا شبهة بان المسألة خاطئة فعند وضع معادلة نعتبر ان كل 
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اجزاء الشرط يكن تحقبقما ونعبر عن ذلك بلغة ريأضبة رغم اننا م نعرف بعذ 
اذا كان بالامكان ان تتحقق احزاء الشرط كلما . 

فاجراؤنا صريح غير متحيز سواء محثنا عن المجهول الذي يفي بالشرط أو 
حاولنا ان نثبتان الوفاء بالشرط غير مكن > لا فرق بينمما . ومحشنا اذا احسنا 
السير فىه يبدا من نقطة واحدة هي فحص الالة المهترضة التي تفي بالشرط وهي 
فی نہاتہا فقط تدل على ان الشرط لا عكن أن بتحقق . 

قارن مادة : الاشکال » ۲ . وقارن ايضاً مادة : بابس . فالتحلنل الذي 
ينتى باثىات بطلان النظرية المعطلة أو باثىات ان مسألة الابجاد المعطاة لس ها 
حل هو طريقة الخلف . 

- الحل غير المباشر: الاعداد الاولىة هي : ۳١١١۱٤۷ ٤٥٤۳ ٤ ٣‏ 
۷ ۹ ۳° ¥ ...وھذە لا یکن للہا الى عوامل اط 
منها مع انها اكير من ١‏ . ( والقسم الاخير من الملة اشارة الى اننا نستثني الواحد 
من الاعداد الاولىة وهو طعا لا محلل الى عوامل ابسط منه ولكنه من طسعة 
أخرى ودر استثناؤه ) . فالاعداد الاولىة هي « العناصر » التى تتحلل الما 
كل الاعداد . مثلاً : ۰ 


.YxoxYFXFX Y= 
. اذن فقد حاللنا العدد الى خمسة اعداد اولىة مضروب بعضما يعض‎ 


فہل الاعداد تتناهى ام هي غير متناهمسة ؟ شن الطبىعي ان نقدر انا 
لا تتناهی فاذا نحن قدرنا آنا تتناهى فمعنى ذلك أن كل الاعداد قاطبة عكن 
تحلبلہا إلى عدد حدود من العناصر وني ذلك ما يصور الكون كله « كشيء 
ضئل » . وهنا تبرز مسألة اثبات أن الاعداد الاولبة لا تتناهى . 

وهذه مسألة تختلف عن مسائل الرباضات الابتدائىة ال ألوفة وهي تبدو 
لازق م اول ا ادو ع فا٤‏ ان من غر الكل أن 
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يكون هناك عدد أولي ل هو آلخر هله الاعداد الاولية . ولاذا نرى هذا 
غير محتمل ؟ 

لنقابل هذه الحالة » غير المحتملة > وجا لوجه . فنعتهر > نفترض > ان ثة 
عدداً ل هو كبر الاعداد الاولة . واذن قبامكاننا حصر هذه الاعداد فى موعة 
هي ۲ ۱۱١۷ ٠ ٥ 6 ۳ ٢‏ 4 ...٠ل‏ . ول اذا بكون هذا غير تمل > ما الخطاً 
فک ھل کنات ت دعل قط فد ھی طا عا کن الا که 
فلنأخذ العدد ؛ 
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فالعدد لك اکر من ل وهو حسب افتراضنا لا عکن ان بکون اولا . اذن 
فهو يقبل القسمة على عدد اولي . ولكن الاعداد الاولة كلها امامنا ›» کا 
EE ILI INES ce OE a‏ 
هذه الاعداد ببقى باق هو ١‏ . اذن ك لا يقل القسمة على اي من الاعداد 
الاولىة المفروضة . فنا اذن خط بالتاً كىد . 

ان لك لا بكون الا عدداً اول او عدداً لا بقل القسمة على عدد اولى . 
ف اا ار ا ن اغد ارا عدر اكوا لرا آل ت 
خاطئة . فكىف نفسر ذلك ؟ نفسره بان افتراضنا الاصلى خاطىء . فلا يكن 
ان تكرت هنلك اعدد هو غر الأعداد الأرلة وان فقد هنا فى آثنات ٠‏ إن 
عموعة الاعداد الاولىة لا نهاية فما . 

وبرهاننا مثل للبرهان غير المباشر ( وهو برهان مشہور جاء به اقليدس . 
انظر النظرية ٠٠١‏ في الجزء التاسع من الاصول ) . 

واذن فقد اثبتنا نظريتنا ( ان الاعداد الاولىة لا تنتهي ) باثباتنا ان خلافما 
باطل ( وخلافها هو أن الاعداد الأولسة تنتهى عند حد ما ) وقد 
اتنا ذلك بان استنتجنا منه نتىجة بطلانما ظاهر . اذن لقد دجنا البرهان غير 
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المباشر بطريقة الخلف . وهذا الدمج عمل نموذجي هنأ . 

۽ - الاعتراضات : لققد تعرضت طرقتا الخلف والبرهان غير المناشر 
الى اعتراضات كثيرة وهذه الاعتراضات التي اثرت قد تكون صوراً متعددة 
N E GE‏ 

ان العثور على برهان غير ظاهر عمل ذهني وذو شأن » وكذلك تع هذا 
البرهان او فممه فما دقىقا بحتاج الى مجهود ذهني . وحن بالطبع نسل الى 
الاحتفاظ بشيء من هذا المحود . وبحب بالتاً كيد ان يكون ما نحتفظ به قي 
اک اا فا ا ر ا ٠‏ 

ولكن يبدو من الصعب ان خحتفظ بشيء صادق صحبح من خطوات طريقة 
الخلف . فالطريقة تبداً من فرض خاطىء وتستخلص منه نتائج خطؤها كخطئه 
أو هو اظہر >“ حتى نصل الى نتىجة الخطاً فما ظاهر للعبان . فاذا كنا لا ترغب 
في الاحتفاظ بنتائج خاطئة في ذا كرتنا فيجب أن ننسى كل هذه الخطوات قي 
الحل . وهذا امر غير مكن لأن كل الخطوات بحب ان تبقى في ذا كرتنا واضحة 
جلىة الى أن يكتمل البرهان . 

بعد هذا عكن ان نذ كر الاعتراض على البرهان غير المباشر بشكل موحز . 
فنحن اذ نستمم الى هذا البرهان نر كز انتباهنا على افتراض خاطىء بحب أن 
ننساه لا على النظرية الصحبحة التي بجحب أن نتذ كرها . 

ولكى تزن هذه الاعتراضات ييزان عادل ينبغى ان نزز بين طريقة الخلف 
ا ر کا ا و و ق 
طريقة البرهان غير المباشر . 

وبحب ان نعترف ان طريقة الخلف كوسلة لعرض البرهان ليست خيراً 
كلما . وقد نغضي في تكرار التحفظ الذي بدأنا به افتراضنا ولكن هذا يصبح > 
لا سما اذا کانت خطوات ا لحل كثبرة > عبثا على القارىء والسامع . وكل النتائج 
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نستنتجما بطريقة صحبحة ولكن كل العلاقات التي تنشاً مستحبلة . حتى اذا 
جرى البحث شفہا فذا لا عخفف من وطأة التكرار على أذن السامع > تکرار 
أن الامر كله تعتمد صحته على صحة الافتراض الاصلى . فلابد من تكرار 
الكلات + فرضا ٠‏ ذاعم اعتبارة «٤‏ حسب افقراضتا وما شأكل 
ذلك . ثم نحن نرفض الافتراض وننساه كشيء مستحىل ولکننا نستبقمه امام 
بصائرنا كأساس لخطوات حلنا » وهذا قد يصبر شيئًا غير عحتمل . 

الا أن من المتى ان نضرب بطردقة الخلف عرض المحائط كأداة من ادوات 
الاكتشاف . في قد تبدو لنا بصورة طسعبة حسث تفشل الوسائل الاخرى في 
ارلا 5 ی 
ليس ثة تناقض جوهري بين موقفسنا . فالخبرة تشر الى أنه ليس من الصعب ان 
نحول البرهان غير المباشر الى برهان مباشر او أن نرتب برهانا بطريقة الخلف 
بشكل انسب تتلاشى فىه طريقة الخلف ( او ترد حمل قصيرة قاطعة ) . 

وصقوة القول اننا اذا شئنا ان نستغل امكانباتنا كلما بحب ان نتعرف على 
طريقة الخلف والبرهان غير المباشر . فاذا نحن نجحنا في امجاد حل بواسطة اي 
منها فلا ينبغي أن نتردد في اعادة النظر في حلنا والتساؤل : هل كن ان نحل 
المسأالة بطريقة اخرى ؟ 

ولنمثل على ذلك بأمثلة . 

ه - اعادة ترتيب طربقة الخلف : لنعاود النظر في تفكيرنا الذي بيناه فى 
١‏ . فهنا بدأت طريقة الخلف عند حالة تبين في النهاية انبا مستحيلة . ولنقتطم 
الآن من حجتنا هناك ذلك القسم الذي لا يعتمد على افتراضنا الخاطىء وبحتوي 
على معلومات ابجابية . فاذا راجعنا ما صنعناه نجد أن ما هو صحبح لا شك فره 
انه اذا کتبت اعداد من منزلة او منزلتین حسث تظہر فما الارقام العشرة كل 
واحدة مرة فحسب قان مموع هذه الاعداد من النوع 


(OEE ES to)+E 1° 
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فامحموع اذن يقبل القسمة على 4 . ولكن المسألة المعطاة تطلب ان يكون 
المحموع ٠٠١‏ . فل هذا مکن ؟ کلا . فان ٠۰۰‏ لا تقسم علی ٩‏ . 

وهكذا فقد تلاشت طردقة الخلف من برهاننا هذا الجديد . 

وبهذه المناسبة نقول ان القارىء الذي يعرف « طريقة حذف التسعات » 
برى الآن بامحة مبداً الطريقة كله . 


- تحويل البرهان غير المباشر : ولنعد النظر فا صنعناه في ۴ . فاذا 
راجعنا ذلك بدقة فقد نحد أن ثة عناصر لا تتأثر صحتما بافتراضنا الخاطىء . 
ولكن خير من ذلك أن نعبد النظر فى معنى المسألة الاصلىة : ماذا نمنى بقولنا 
ان موعة الاعداد الاولىة لا تنتهي ؟ نعنى ما يلى : اذا نحن تأ كدنا من وجود 
عدد حدود من هذه الاولىات مثل ٠...6١۱ ٤۲۷٤٥٤۴۳٤۲‏ ل حىث ل 
هو آخر هذه الاولىات المعروف لفغاية الآن فناك داما عدد اولي غيرها . اذن نها 
العمل لاثبات ان عدد الاعداد الاولىة لا ينتهى ؟ 

ان نبان طريقة لابحجاد عدد اولي غير ما عندنا من هذه الاعداد . واذن 
« فمسألة البرهان » تحولت الى « مسألة امجاد » : اذا اعطمت الاعداد الاولىة 
...٠٥ ۳۲‏ ٠ل‏ فأوجد عدداآً أولس) ن غير المعطاة سابقا . 

وبوضع مسألتنا هذا الشكل نكون قد خطونا الخطوة الرئيسة في سبيل 
ا لحل . فققد صار الآن سلا ان نستعمل الاجزاء الجوهرية في حلنا الماضي من 
أجل حل جديد . فان العدد 

\+(Jx...x\N\xYxoxFx<x¥)= 

يقبل القسمة على عدد اولي بالتا كيد . فلنعتبر ن اي عدد اولي يقم ك « ولبكن 
اصغر الاولىات » . 


( وطبمعي انه اذا اتفتق ان كان ك اول فان ن = ك ) فواضح انه اذا 
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قم لك على اي من الاولبات التي عندنا ۴ ١‏ ۳ > ه > ... ٠‏ ل يبقى ١‏ فاذن لك 
لا يقل القسمة على اي منها . ولدا فان ن لا كن ان يساوي 5 من هذه 
الاوليات وهذا كل ما ريده . لأن ن عدد اولي غير اعداد المجموعة ٠٣‏ ج> 
.J“...“116¥Y“o‏ 

وى هذا الترهان طردةة مرسومة لد اعداد عموعة الاولىات يدون حل ء 
وليس قها شيء غير مباشر >٠‏ ولا وضع مستحل ينبغي اعادة النظر فسه ۰ 
ولكنه اساءا لا تختلف عا جاء في طريقة البرهان غير المباشر . اذن فقد نجحنا 
في تحويل تلك الطريقة الى طريقة لا اعتراض علا . 


من الخطاً ان نظن ان حل المسألة قضبة ذ كاء حض . فان العزم والممماس 
باعبان في ذلك دوراً هاما . وقد يكون العزم الفاتر والطاعة الخاملة كافران 
لعمل شيء ما في سبيل حل مسألة روتينية في حجرة الدرس »> ولكن حل 
مسألة عامىة جدية يقتضي قوة ارادة تصمد سنين.طويلة للجهد الدائم والفشل 
المربر . 

١‏ - والعزم يججه الامل والرضى وخمده الاس والليبة . فمن السهل ان 
نشار على عملنا اذا كنا نحسب ان النجاح منا قريب »> ولكن من الصعب ان نظل 
على مثابرتنا حبن نقع فى ورطة ولا نرى منها حرجا . وقد لتخم ال هيو 
والعحب اذا تحقتى ما رسمناه ونستشعر الخبة والانكسار اذا برزت عقة في 
الطرىق الدي انتهحناه واثقين فتشي عزعتنا وتزعزع هتنا : 
صلبة أو غاية شريفة > رجل يقدس الواجب ٠‏ نبل بخدم قضية نبيلة . ولكن 
مثل هذه العزية لا تجدي مع رجل العم فهو لا بد له من بارقة امل تحدوه وقلس 
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جاح رغريه “ فالىحث العاميلا يستغني عن قدر مقدور من العزعة . وقدر مقدور 
من الامل . فانت لا تتناول مسألة الا اذا اثارت اهجامك او لذتك ؛ وانت لا 
تنصرف البها جادآً الا اذا لمست فما ما بزيدك علا > ثم انت تنصب علها 
بكبانك ومشاعرك اذا داعبك امل عظم وعندما توطن امرك فسر" في سبيلك 
eS EES‏ . وبوارق النجاح الباهتة لا 

تستہين بها بل فتش عليما . اذا لم تستطمع حل المسألة المعطاة لك فجرب ان تحل 
آلا شال دات صل ا 


٣‏ وعندما مخطیء طالب خطأا فاحثا او سطىء بطئًا عنقا قالسبب 
دام واحد : انه لا جد الرغبة فى حل المسألة > ولا الرغبة فیفہمما فما صحسحا 
فو من شم لا يضما . فاذا اراد المدرس حقا ان يساعد الطالب فىنبغي منه 
قبل كل شيء اس يثير نزعة التطلع عنده وان يوحي البه بالرغبة في الحل . 
وعلى المدرس ايضا ان يتيح بعض الوقت لاطالب کی وطن طز ويصرف 
لاواحب دهنه . 

وتعلم حل المسائل تثقيف للارادة » والطالب حين بحل مسائل ليست سلة 
علبه ان يتعلم ان يثابر رغم الفشل وان يقدر خطوات النجاح القصيرة وانيصار 
على الفكرة الجوهرية حتى تبين وان بر كز كل ذهنه وهه فما اذا تبدت . فاذا 
ل يتح للطالب في المدرسة ان يتعرف على النزعات الختلفة التي ترافق مصارعة 
ا لحل فان ثقافته الرياضة تفقد امن نواحسا . 


الل العكسي : 

اذا حن شئنا ان نفم سلوك الانسان تجاه المسائل التي يقابلما فلا مندوحة 
لنا عن مقارنته بسلوك الحوان فا وان ايضا له مسائل وهو حل مسائله 
وعل النفس التجريي مشى خطوات واسعة في السنوات الاخيرة في دراسة 
المحود الذي تبذله بعض الحوانات في حل مسائلما . ولا نستطبع ان نستعرض 
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هنا هذه الدراسة ولكننا سنلخص واحدة من التجارب البسطة المضىدة كأساس 
لبحثنا ني التحليل او العمل العكسي . وقد اشرنا الى هذا في مادة : بإبسالذي 
ندين له بوصف هام لطريقة التحليل . 

١‏ - فلنحاول ان جب عن هذا السؤال الشائك : كف تأخذ من النهر 
ستة ارطال من الماء اذا م يكن لدينا سوى وعاءبن احدها يسع اربعة ارطال > 
والآآخر يسع تسعة ؟ 

فلنتخبل بوضوح الادوات التي لدينا : ما المعطبات ؟ وعاءان . فلنتصورها 
وعاءبن اسطوانان متساويي القاعدة ارتقاؤهما ٩‏ و ۽ وحدات ( شکل 14(‘ 
فلو كان الوعاءان مدرجين تدر يجا عكننا من معرفة ارتفاع الماء في كل منما 
هان الأمر . ولكن ليس هنالك هذا التدريج › ها زلنا اذن نأى عن الحل > 
ول نعرف بعد کبقف نکیل ٦‏ ارطال . 

ولکن هل کن ان نکیل شیا خر ؟ ( اذالم تستطع ان تحل المسال 
المعطاة فجرب ان تبداً بحل مسألة اخرى ذات صلة ها . هل مكنك أف 
ل من الات ا هدك 4 ارول آنل شتا وك ا 
وقسلمة . 

نستطيم أن نلا الوعاء الاكبر ونلا منه الوعاء الاصغر . فىذا نحصل على ه 
ارطال . فہل عكن ان نحصل على ٦‏ ؟ لنأخذ الوعاءبن الفارغين مرة اخرى 
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ها نحن نتامس سبىلنا كأي واحد يعطى هذه الاحجبة > فنتناول الوعاءين 
الفارغين ونجرب > ونجرب وغلاً ونفرغ فاذا فشلنا في طريقة جربا طريقة 
اخرى . فنحن نعمل قدما “ طرديا “ من حالة الابتداء الى حالة الانتهاء > من 
العطىات الى المحهول > فةد ذنجح دعد عدم حاولات وننجح صدفة . 

- ولكن ذوي المقدرة الفذة > او اولئك الذين أتىح هم في دروس 
الرياضبات ان بتعاموا ما هو اكث من العملمات الروتىغىة لا يىذلون هذا الوقنث 
كله فى الحاولات وانما يدورون حول المساللة > ومجربون المضي عكسسا من 
المحول الى المعطبات . 

ماذا بطلب منا ان تعمل ؟ ( ما المحهول ؟ ) لنتصور بأحلى ما مكن المالة 
النائىة التى نريد الجصول علمها . لنتصور أن لدينا هنا الوعاء الاكير وفبه ‏ 
ارظال والرغاء الاضقر وهو فارع شكل ة٠(‏ لدا بالطاوب و تقاض ما 
نرید ان نجدہ کأننا وجدتاه - کا یقول بابس ) . 

فما الخطوة التق يازم ان تكون قد سبقت هذه الحالة النهائية المطلوبة المبينة 
بشکل ۱٥‏ ؟ 

( من اي سابقة حاءت هذه النتىحة - يقول بابس ) . قد تكونملانا الوعاء 
الکبیر کله اي وضعنا فبه ٩‏ ارطال . ولکن ينبغي ان کون بامکاننا عندئذ 
ان نسكب منه ثلاثة بالضبط . فلذلك ...ينبغي ان یکون لدینا رطلواحد في 
الوعاء الصغير . 

( تلك هى الفكرة الطسبة ( انظر شڪل 
٠١‏ ) والخطوة التي ذكرتاها هنا ليست بالسية > 
وقليل من الناس من خطونما بدون تردد کبیر . 
ولكتنا اذ نلمح قىمتما تتبين لنا الخطوط 
العريضة للحل ) . 

فكيف نصل الى الوضع الذي سبق وصفه 
واشرنا اليه بشكل ٠١‏ ؟ ( لثر ما الخطوة الي 
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تبت هذه السابقة ) . نما دام ماء النير غير حدود فالوضع المبين في شكل ٠١‏ 
هو مثل الوضع المىين في شكل ١۷‏ . 


او الوضع المبین فی شکل ۱۸ 


پلا لا 


سكل ب٧‏ مکل ۱۸ 


ومن الواضح أنه اذا حصلنا على الوضم المبن قي اي من الاشكال ١۷ > ٠١‏ › 
۸ > فاي من الوضعين الباقبين يكن الحصول عليه بسهولة . ولكن ليس "من 
السواة ان نامح فكرة شكل ۱۸ الا اذا سبتى لنا أن لحناها او قابلناها صدفة 
في محاولات سابقة . فعندما كنا نامب بالوعاءين قد تكون رأينا مشل هذا 
الوضع فعندئذ بخطر على بالنا في اللحظة ا 
ان الوضع في شكل ۱۸ ينشأً من الوضع الذي 
يسينه شكل ۱٩۹‏ . فلملا الوعاء الكبير ونصب 
منه اريعة ارطال في الوعاء الصغير ومنه الى 
السثر > مرتين متتالىتين . اذن فقد وقفنا اخيراً 
على شيء سبق معرفته ( هکذا بقول بابس ) 
وباتباعنا طريقة التحلسل “ العمل العكسي > 
اکتشفنا كف ينبغي ان تتوالی الخطوات . صحح اننا | كتشفنا الخطوات بترتيب 
عكسي ولکن کل ما بقي علينا ان نعمله هو ان نعکس هذا الترتیب فنبداً من 
آخر خطوة ادى اليما التحليل ( كما يقول بابس ) . فنبداً بالعملية التي يصفما 
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شکل ۱۹ ومنہا نحصل على شکل ۱۸ ثم ۱۷ ثم ۱٩‏ واخیرآ ٠٥‏ . وھکذا 
بتعقب خطوات العمل رجوعا حصل على المطلوب . 

٣‏ - والبونان یعزون اکتشاف فکرة التحلیل الى أفلاطون > فان لم یکن 
هذا صحيحا وان لم يكن افلاطون هو الذي اکتشفہا فلا بد ان بوناننا آخر قد 
وجد ان ها من القىمة ما يبرر ان تنسب الى عبقري كأفلاطون . 


فلا شك أن في الطريقة شيا لا عكن ان نعده سطحاا . فليس من السمل 
نفسا ان ندور حول المسألة “ وان نبعد عن الهدف › ان نجري في اتجاه مضاد “ 
ونتجنب الطريق المباشر الذي يؤدي الى غايتنا > حتى اذا نحن اكتشفنا تتابع 
الخطوات بقي أن نعود القہقرى على نظام يعا كس ما خططاه . فالنفس قد 
تكره هذه الققرى التي قد يعجز عن ادرا كما الطالب النبيه ان هي لي توضح له 
بعناية خاصة . وقد لا نحتاج الى عبقرية من اجل حل مسألة عحددة بالعمل 
العكسي » فكل شخص قد بتوصل اله بذكائه الفطري : بر كز ذهنه على النهاية 
المطلوبة ويتصور الوضم النهائي الذي بريد ان محصل عليه > فمن أي وضع سابق 
قد يصل النه ؟ هذا سوال طسعی . فاذا تحن سألناه فاننا نفکر عکكسا . حق 
امان اة ف ا ال ل ها كر امي اط اماد 
بابس ٤‏ 4 . 

والعمل العكسي عملية فطرية تحت متناول كل يد وليس لدينا شك في انها 
كانت تحت متناول الرياضين وغير الرياضين من قىل افلاطون . أما ما قد 
يكون قد رآه ذلك الموناني تملا بستحق ان ينسب الى عبقرية افلاطون فمو 
وصف هذه العملىة وصفا عاماً وتسجلما كعملىة عظبمة الفائدة فى حل المسائل 
الرياضية وغير الرياضية . 


۽ - فلنرجع الآن الى التجربة النفسانية > وان يكن في تحويل النظر من 
افلاطون الى الكلاب والدجاج والشمبانزي طفرة عبر مستحة : سياج حيط 


)ا = + 
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بستطيل من جوانب ثلاثة اما الجانب ط 
الراإبع نمفتوح کا هو مبين في شکل 
۰ . فاذا وضعنا كلا امام احسد 
الجوانب عند النقطة لك ووضعنا له 
طعاما على الجانب الآخر عند النقطة 
ط “ فالمسألة بمنتمى السمولة بالنسمة الى 
الكلب فمو مخطر في باله ان يقفز عن کل 
الساج اول الامر ولكنه لا بلبث ان 

يدير ظمره فيعدو من جانب السياج ويجري الى الطعام في سبيل لا غضاضة فيه . 
ولکنه احسانا »> لا سما اذا كانت النقطتان لك > ط قرييتين جدآً من بعضها › 
لا تدي الى الحل بهذه السهولة بل قد بقضي وقتا بحاول فبه ان يقفز عن السياج 
او يقطعه قل ان يامح الفكرة النيرة ( ادا جاز لناان نقول ذلك ) فيدور 
من حوله . 

وقد يكون من الممتع ان نقارن سلوك حبوانات اخرى اذا وضعت موضم 
الكلب . فالمسألة بمنتمى السمولة بالنسبة الى الشمبانزي والى طفل في الرابعة من 
مره ( ولكن الطفل قد تغريه هدية لطبفة يلعب بها اكثر ما يغريه الطعام ) . 
الا أن المسألة تدو بالغة الصعوبة بالنسبة الى الدجاجة ؛ فى تعدو هائحة 
طاخة هايا وجة ف جاب الما > و أن هي ولت ال الطمام فد مل 
بعد جمد حاهد ووقت طوبىل ؛ وقد بكون وصو ها عحض الصدفة . 

ه - لا ينبغي لنا ان تبني نظرية واسعة على تحربة واحدة عرضناها بامجاز . 
ولكن لا بضيرنا ان نتأمل وجوه المقابلة الظاهرة باعتبارها اموراً ما بزال 
بعوزها التحقىق والتعمم . 

فالدوران حول العقىة هو ما نعمله قعل عندما نحل مسألة من المسائل . 
وللتجربة السابقة قيمة رمزية فالدجاجة تصرفت كا يتصرف الذين مجابهون 
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مسائلمم بالجلبة والضوضاء والتشبث يبأب واحد يقرعونه مرة بعد مرة » مم اذا 
م نجحوا فرمبة من غير رام » ضربة حظ لا يعرفون معما كف تم" مم النجاح. 
اما الكلب الذي قفز ونبح وهاجم السباج قبل ان يدور من حوله فانما صنع 
مثاما صنعنا اول الامر في مسألة الوعاءبن “ فتخبُل فكرة التدريج على الوعاءين 
اشبه مهاجمة السىاج »> ولكن هذا التخل أفضى بنا الى ادراك ان ما نيتغيه انا 
هو اعمق من حفر نخطہا علىسطح الوعاء . وقد حاولنا في البدء ان نمضي قد" 
بطريقة طردية قبل ان مخطر في بالنا ان ندور حول العقبة فنحلل المسألة 
عكسا . و كذلك الكلب اذ حاول ان يقفز من فوق الساج > فهو ممراجعته 
لموقفه وتردده قلسلا ثم جريه ودورانه حول السباج يعطي > حقا او باطلا »> مثلاً 
عن تفکیر من مستوی عالٍ . 

ولكن لا ينبغي لنا ان ناوم الدجاجة يتما “ فمن الصعب علا ان تدر 
ظہرها للہدف وتبعد عنه والا تسیر الى غایتہا في خط مستقم . انا جد في ذلك 
مثاما جد نحن من صعوبات . 


العمل اللاواعي 

في ذات ليلة اردت ان احدث صديقا لي عن اح د الكتّاب ولکني ل 
استطع ان اتذ كر اسم الكاتب » فازعجني ذلك لا سما وقد تذ کرت اح دی 
قصصه وتذ كرت حادثة معبنة عنه هي التي كنت ارد ذكرها لصديقي . 
تذ کرت کل شيء الا الاسم فقد حاولت وحاولت ان اتذکره دون جدوی . 
وي صباح البوم التالي ما كدت اتذ كر حادث الآمس حتى حضرني اسم الكاتب 
دون عناء . 

ولعل القاریء يذ كر حادثا مر به من هذا القسل “ واذا كان من جي حل 
المسائل فقد بتذ کر حادٹا کہذا خصوص المحل . فكثبرآً ما محدث ان تخفق في 
حل مسألة ولكن عندما تعود الها بعد نوم مريح او بعد بضعة ابام تلوح لك 
الفكرة النبرة وتحل المسألة بسمولة . ولا شأن لنوع المسألة هنافقد تكون كلمة 
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مثسية او لفظة فى مسألة كلمات متقاطعة او مطلم رسالةٌ مزغجة او حلا لسألة 
رياضىة . 

ومثل هذه ا لحوادث تبعث على الاعتقاد بنوع من العمل اللاواعي . والواقع 
ان المسألة بعد غاب طويل تتىدى لنا وقد اتضحت وقاربت المحل اكش ما 
كانت عليه عندما تخلمنا عنما . فمن وضحہا ومن قرا من الحل ؟ انت الذي 
ظل عقلك اللاواعي يفكر فما . نمن العسير ان نعطي جوابا عن ذلك غير هذا 
الجواب . الا أن السبکولو جين وجدوا مبادیء جواب آلخر قد يبدو في يوم من 
الايام خيراً من جوابنا هذا . 

وما تكن مزايا نظرية العمل اللاواعي فمن الم كد ان ممة حداً لا ينبغي 
بعده ان نجہد تفکرنا الواعي . وهناك لحظات يندو فا ان الافضل ان نتخلى 
عن المسألة الى حين . وهناك حكة قدعة تقول : « شاور وسادتك » . فاذا نحن 
تخلينا عن المسألة واتحنا لنفسنا بعض الراحة فقد نعود في الموم التالي فنحرز 
تقدما كبيراً جد قلبل . وثة مشل آخر يقول : « ما لا يتم البوم يتم في الغد » 
ولكن بستحسن ألا نتخلى عن مسألة لنعود الما غد الا بعد ان تكون احرزنا 
فما بعض التقدم > كتقدير بسبط أو توضبح ناحبة ما منها > فما تسترجعمه 
ذاكرتنا بشكل بصلح للحل هي المسائل التي نعقد كل عزمنا على حلما او المسائل 
التي نجهد فكرنا فما . فالجہد والتحفز يمدو انا ضروربان لتشغل العقل 
اللاواعي . والا لكان الامر منتهى السهولة ولكانت الطريقة الملل لحل المسائل 
الصعبة ان ناوي الى الفراش بانتظار وحي ينزل علمنا بالفكرة النبرة . 

ولقد تخبل الاقدمون ان حضور الفكرة النيرة فجأة الام > أو هة من 
الآلهة . ولكن لست تستحق هذه البة ان أنت ل تجهد ذهنك او على الاقل › 
NEE‏ 
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ان فہمنا لامسألة بعد حلہا يكون أُوفى واتم من فهمنا لها عند یدء التفكير 
فما ( راجع مادة : التقدم في العمل وانجازه > ١‏ ) . ونحن اذ نتقدم في العمل 
نزيد عناصر جديدة الى العناصر التي ااا والعنصر الذي نستقدمه کي 
عكننا من الحل تسمه العنصر المساعد . 

١‏ - وهناك انواع عدة من العناصر المساعدة . ففي حل مسألة هندسىة قد 
ندخل خطوطا جديدة في الشكل فہذه خطوط مساعدة »> وف حل مسألة 
جبرية قد نأتي بمجمول مساعد ( انظر مادة : المسألة المساعدة ١ ١‏ ) . 

والنظرية المساعدة نظرية تبرهن علبما قصد التقدم في حل مسألتنا الاصلبة . 

۲ - وهتاك اساب عدة تدعو الى استحلاب العناصر المساعدة . فنحن 
نغتىط عندما نتذ كر مسألة ترتمط مسألتنا وقد حللناها من قبل » فنظن أن من 
احتمل ان نستخدم هذه المسألة ولكتنا لا ندري بععمد كيف نستخدمها . 
فلتكن المسألة التى نريد حلما مسألة هندسىة والمسألة المرتبطة ها الى حللناها من 
قبل واستعادتها ذاكرتنا الآن مسألة عن مثلثات . الا أننا لا ند في الشكل 
الذي امامنا مثلثا > فلكي عكن ان نستخدم هذه المسألة التي تذ كرناها جب أن 
ندخل في الشكل مثلثا باضافة خطوط مساعدة اليه . وبوجه عام نقول اننا اذا 
تذ كرنا مسألة نعرفما ترتبط بسألتنا الحاضرة وقد سبتى لنا حلما فلكي نتمكن 
مئ امحخداشا تال :+ مهل ان ادال فصر جد اغ عل ااا 
مكنا ؟ ( والمئال في القسم ١ ٠‏ مثال نغوذجي على ذلك ) . 

والعودة الى التعريفات تعطىنا فرصة اخرى لادخال عناصر مساعدة . فمثلاً 
عندما نذ كر تعريف الدائرة لا يكفي ان نذ كر مر كزها ونصف قطرها بل 
مجحب ان نظہرها في الشكل فان ي نفعل فلا جني فائدة حسوسة من التعريف > 
وذ كر التعريف بدون رم جرد كلام عابر . 
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محاولة استخدأم النتائج ألتي سبتى ان عرفناها والعودة ألى التعريفات من 
خير الاسباب التى تدعو الى ادخال عناصر مساعدة »> ولكن ثة اسبابا غيرها »> 
E O E e e o a‏ 
احاء واقرب الى المألوف حت من قبل ان ندرك بجلاءء كيف نستخدم هذه 
العناصر المضافة . وقد نشعر مجرد شعور ان في رؤية المسألة ومعما هذه العناصر 
فكرة نيرة . 
وقد تختلف اساب ادخال ۴ 
العنصر المساعد > ولکن لا بد 
من سلب ولا ينىفی ان ندخل 
أي عنصر اعتباطا بلا سبب . 
۳ مثال : ارسم مثلٹا اذا ل 
اعطت احدی زوااه ومحطه 
وطول العمود النازل من رأس 
الزاوية المعطاة على القاععدة 
المقابلة ها . سكل ٩۱‏ 
لندخل الرموز المناسبة : 
فلنجعل أ الزاوية المعلومة > ع الارتفاع المعلوم النازل من أ “ ل امحبط المعلوم > 
ولترمم شکلا ځحوي م 
“ع . فہل استعملنا 
كل المعطات ؟ لا . 
لآ الشكل الذي 
راء مل ا ل 
مساويا للطول ل . کل ) 
فلندخل ل . ولكن كف ؟ لديناعدة طرى لذلك والشكلان >»٣ )٣١‏ 
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عثلان اثنتين من هذه الطرق وها نحاولتان لا تحديأن واذا نحن اردنا أن ثعرف 
السدب فقد ندرك أنه فقدان القاثل . 

فالواقع ان المثلث يضم ثلاثة مجاهيل هي أ > ب » ج »> باعتبار أ » كالمعتاد 
طول الضلع الذي بقابل زاوية أ . ونحن نعرف ان 

أ + ب + ج 

فالضلعان ب٤‏ < »> بلعمان دوا ا ومکن اسقہ دال احدھا 
بالآآخر “ والمسألة فما تماثل من حسث ب ٠‏ ج . ولكن دورم) ليسا متفقين في 
اي من الشکلین ۲۱ › ۲۲ > لانا باختبار ل في هذا الوضم ميزنا بين دور . 

هذا الاعتبار قد 
يوحي لنا بوضم ل کا 
فی شکل ۲۳ بارت 
نضبف الى الضلع أ على 
احد طرفه القطعة + و وو ب i‏ > ب هھ 
ه مساوية ب وعلى شکل ۲۳ 
الطرف الآخر القطعة ب د مساوية ج » فيكون ل في شكل ۲۳ هو المستقم 
موو E‏ 

واذا كان لدينا بعض الجبرة في حل مسائل الرس فلن يفوتنا ان نضبف الى 
الشكل عدا ه د المستقمين المساعدين أ د » أ ه وكل منم قاعدة مثلث متساوي 
الساقين . وليس من المستهحن ان ندخل في الشكل عناصر ظاهرة البساطة 
مألوفة كمثلشين متساوبي الساقين . 

وان من حسن الحظ في هذه الحالة ان قد ادخلنا هذبن العنصربن المساعدين 
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فاذا نظرنا الى الشكل الجدد فسنكتشف ان زاوية ه أ د ذات صلة ظاهرة 
بزاوية أ المعطاة . اذ من ال لشن المتساوبي الساقين ا ثلث أ ج ه > والمثلٹ ا ب د 
جحد ان زاوية د اھ = د + ٩۰‏ وبعد هذه اللاحظة پڪون من الطبيعي 
أن نحاول رسم المثلث د أ ه . وهكذاتدخل في الحل مسألة مساعدة اسل 
بكثير من المسألة الاصلىة . 

۽ - وعلى المدرسين ومؤلفي الكتب المدرسبة ان لا ينسوا أن الطالب الذكى 
قار الذي ا ن اذ را راك امل ع درن ارا لان 
لكل خطوة والمهدف الذي من ورانا . وان ادخال اي عنصر مساعد خطوة 
ظاهرة فاذا برز في الشكل على حبن غرة وبدون تهسئة خط مساعد ماكر حلت 
به المسألة فجأة فان اذ كاء الطلاب والقراء يشعرون خبة الأمل ويحدورن في 
الامر خدعة . والرياضبات تظل موضع اهتامنا ما دامت تشغل تفكيرنا وتجفز 
قوى الابداع عندتا »> ولكن اذا بقي الدافع الى ابرز خطوات الل والقصد 
الذي من وراما بعبدين عن الفهم فلا يبقى مة ما يشغل التفكير او بحفز قوى 
الاإبداع . ولا غرو ان تقريب مثل هذه الخطوات للفهم باضاففة ملاحظات 
مناسبة ( ک) تقدم في ٣‏ ) او باسلة وتوجهات ححتارة بعناية ( )في الاقسام 
۰ ۱ ۲۰۹ ) بقتضي وقتا طویلاً وجہداً کبیراً » ولکن ذلك 
کله لا یضبع سدی . 


الفكر ة النبرة 

و « الفكرة الجبدة » و « بارقة الأمل » كلهات تعبر عن تقدم فحائي ق 
طريتق الحل . راجع مادة : التقدم في العمل وانجازه > ٠‏ . وتراءي الفكرة 
النبرة تجربة تر على كل فرد ولكن من الصعب وصفما . فلذا قد يكون من الممتع 
ان نذ كر تصوبراً ها انحدر البنا بقار ارسطو . 
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وقد بوافثى ا كثر الناس على أن رؤية الفكرة النبرة فوع من الفطنة > بىد أن 
ارسطو يعرف الفطنة بانما « العثور تقدبراً على الرابطة الرئيسبة بسرعة خاطفة. 
فاذا انت رأيت مثلاً رجلا يتكلم مع احد الاثرياء بطريقة معينة فقد تقدر في 
الحال أن الرجل بريد ان يستلف حال . واذا أنت لاحظت أن ال جانب المنير من 
القمر بقع دانم قبالة الشمس فقد تستنتج سبب ذلك في لحظة »> وهو أن القمر 
بستمد نوره من الشمس » .»+ 

اما الممال الأول الذى بورده ارسطو فلا بأس به ولكنه تافه فلس مُة فطنة 
کو ی درا ا ةا ا رل الال واا ولس مة فكرة 
تيرة . واما ا محل الثاني فمقنع لا سما اذا نحن تخبلنا الآمر فى ظروفه الخاصة به : 


فينبغي ان ندخل في حسابنا ان المرء في عصر ارسطو كان برقب الشمس 
والنجوم لمعرفة الوقت لاأنه لم يكن يلك ساعة في يده > وكان برقب اوجه القمر 
كلما اعتزم السفر لبلا لأنه لم يكن هنالك انوار تضيء الطرق فهو من اجل ذلك 
كان ا كثر التصاقا باحوال السماء من ابن المدينة في وقتنا الحاضر کا ان ذكاءه 
الفطري لم يكن يغشاه ما تنقله صحفنا من صور غير تاضجة عن نظربات الفلك . 
وقد كان برى البدر قرصا منبسطا كقرص الشمس ولكنه اقل نورا بكثير . 
وكان يستغرب كثبرآ هذا التغبير الذي يصبب شكل القمر ووضعه »> ولا شك 
انه راقبه اجبالاً طويلة حول مطلمع الشس وحول مغسسها حت ادرك «ان 
الجانب النير من القمر يقع دانًا قبالة الشس » وكان هذا الا كتشاف عظبما فقد 
جعله يدرك أن القمر فى اختلاف اوجمه ككرة تتلقى الضوء من جهة واحدة 
فنصفما مضيء ونصف معتم . وهو اذن لم يعد برى الشمس والقمر قرصين 


× النص هنا فيه تصرف ء وقي الانجليزية ترجمة أدتى له في كتاب : 
William Whewell , The Philosophy of tbe Inductive Sciences‏ 
Vol. H, p. 131.‏ ,) 1847 ( 
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منسطان بل كرتين احداها تىعث النور والاخرى تستقله واذن فقد فيم 
الرابطة الجوهرية فهو فى لحة يعدل معلوماته . وة اذن قفزة في تخبله > فكرة 
لامعة » خحة من العمقرية . 


القارىء الذي 

الذكى الذي يقرا تابا رياضا برغب في امربن : 

اوا ان برى ان الخطوات التي امامه صحبحة > 

والثاني ان برى الغاية من وراء كل خطوة . 

والمستمع الذكي الذي ياتي الى حاضرة رياضبة برغب في هذنن الامرين ايضا . 
فان هو لم يستطع ان برىان الخطوة التي امامه صحبحة او اشتبه في انپا خاطئة 
فقد قف محتجا او يلقي سوال . اما اذا هو لم بر الغاية التي من وراما او م 
امح سيبا ما فهو على الغالب لا بستطبم ان يصوغ اعتراضا واضحاعلما “> وهو 
لذلك ل بسن قال او احتجاج وانما مجلس مذعوراً تار الق ونت 
عنه مجرى الطرقة كله . 

فالمدرس النكى والمئلف الذكي علبم) ان يتذ كرا هذه الحقىقة . فمن الضروري 
ان تكتب الصحح ونتكلم الصحبح ولكن هذا لا بكقي > ورب طريقة 
تعرضہا بشكل صحبح في كتاب او على السبورة ولكنما لا تفم ولا تفد لان 
القصد من وراء خطواتما بقي سرا مغلقا يعسر على الفہم ومن ثم فالقارىء او 
السامم يبقى في حيرة يتساءل كيف أتبح لغيره ان بقع على هذه الطريقة وهو 
لا يستطيع أن يستخلص منها كيف يکنه هو ان يبتكر طريقة مثلها بنفسه . 


واسئلة ىتنا وتوجمماته قد تضىد الولف والمدرس اد بشما على اظہار القصد 
والدافع في كل خطوة ويفيد بشكل خاص في هذا الصدد سؤالنا : هل استعملت 
كل المعطات ؟ فبه يستطيع المؤلف والمدرس ان يشيرا الى الحاجة الى استعال 
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احدى المعطيات التي تستعمل من قبل . ثم ان القارىء ( او السامع ) يستطبع 
أن يسأل السؤال نفسه لبدرك مرمى المؤلف ( او المدرس ) من استعال عنصر 
ما من عناصر المسألة. وهو قد یتراء‌ی له ان سال نفسه هذا السۇال‌فقد کان تاح 
له ان بکتشف هذه الاطوة بنقسه . 


اول قواعد الاسلوب ان يكون لديك ما تقوله . وثاني قواعد الاسلوب ان 
تکبح جاح نفسك عندما بتبادر لك امران ڌ تقو | »> فقليها واحداً بعد واحد 
ولا تقلہمامعا فی آن واحد . 


قواعد الاكتشاف 

اول قواعد الاڪتشاف ان تفتح ذهنك وتنتظر حظك > وثاني قواعد 
الاكتشاف ان تبقى متحضراً متربصا حت تامح الفكرة النيرة . 

وقد يستحسن ان نتذ كر ولو بمرارة ان بعض الاماني سراب ٠‏ فالقاعدة التي 
تؤدي الى حل كل المسائل الرياضة من غير ان بنا لها خطأً أمنىة اغلى عندنا من 
حجر الفلاسفة الذي وراءه جرى كماويو العصور الوسطى . ولكن هذه القاعدة 
لا ند ان قكون سرا ٤‏ وحن تغرف ان ليس ٤ة‏ سحر . فاحاد وأعدة 
لا يصيمما الباطل تحل كل مسألة كانت حاما من احلام الفلسفة وستبقى أبدآ في 
عا الاحلام . 

والمورستىكا ليس من اهدافما ا جحصول على قاعدة لا تخطىء . ولكنما جرد 
محاولة لدراسة الاجراءات النموذجة الى تفبد في حل المسائل ( من عملبات 
والسما نشير بأسئلة وتوجهات تبدو متبلورة في الت ولكنا تأمل ان رجا 
اذ كماء الناس الى انقسهم واذ كباء المدرسين الى طلاهم . واذا كان جم اسئلة 


۱۹۰ 


وتوجبہات کہذه بنص عام وترتيب لطبف امراً أقل من حجر الفلاسفة انا 
فانه امر مکن على کل حال . والثیت الذي ندرسه موعة من هذا النوع . 


اول قواعد التدريس ان تعرف ما الدي حب ان تدر سه . وني قواعد 
التدريس ان تعرف اكثر > ولو قلىلا > من الذي ستدرسه . 

والأم مقدم . ومؤلف هذا الكتاب ليس من برون ان كل الحدود الممروضة 
على سلوك المدرسين لغو لا فائدة فيه > والا لما جرؤ على وضع كتاب كامل حول 
سلوك الاساتذة والطلاب . وممما يكن من امر فىنبغي ألا نى ان مدرس 
الرياضيات بجحب ان يعرف بعض الرياضيات وان المدرس الذي يريد ان ينقل الى 
طلابه المسلك الذهني ا مغد تجاه المسائل ينبغي ان يكون هو نفسه قد سار في 
ااا : 1 


جوتةرد ولم لببنتز ( ۱۷۱٩ - ۱۹6٩‏ ) رياضي وفبلسوف عظم کان 
ينوي أن يضم كتابا عن فن الاختراع ولكن فكرته هذه لم تخرج الى النور 
سوی شذرات مبعثرة فی كتبه تشير الى أنه كان حمل آراء متعة عن الموضوع 
وكثيرآً ما اشار الى اهنته . من ذلك قوله : «لاشيء ام من رؤية بواعث 
الاختراع التي هي ام في نظري من الاختراع نفسه » 


۱۹۱ 


لماذا البراهين ? 

هنالك قصة مأثورة عن نبوتن تقول انه عندما كان طالبا بدا يدرس 
الفمندسة » كعادة الناس في عصره ٠‏ بقراءة اصول اقلىدس . ولكنه كان يقراً 
منطوق النظرية فتبين صحتما في ذهنه > ثم يغفل البرهان “ وكان يستغرب لاذا 
جد الناس انفسمم في البرهنة على الاشباء البينة . ولكنه بعد سنوات عدة غير 
رأيه ومدح اقلىدس . 

وقد تكون القصة صحبحة وقد لا تكون الا أن السؤال بستحت الاعتيار . 
ا ا ا العرهنة على 
کل شيء ٤‏ ام اثبات اشباء والتسلم باشاء ؟ واذا اخترنا اثبات بعض المحقائق 
فقط فأہا نثبت ؟ 

- البرهان الكامل : هنالك ضرب من المنطقين برون ان ليس عة الا 
البرهان الكامل . نما يسمى برهانا ينبغي ألا يترك فجوة او فراغا او مجالاً للشك 
على الاطلاق والا فلس برهانا . 

ولكن هل نجد مثل هذا البرهان البالغ الدقة قي حباتنا البومية او في 
اجراءاتنا القضائمة او في العلوم الفيزيائية ؟ يندر ذلك . فلذا يتعذر علينا أثت 
نفهم كيف السبيل الى الحصول على فكرة عن هذا البرهان الكامل الدقق . 
وليس مُة كير مبالغة اذا قلنا ان الناس جمسعا تعاموا البرهنة من شخص واحد 
و كتاب واحد > من اقلىدس واصوله . وعلى كل حال فان دراسة اصول الهندسة 
المستوية تعطمنا كبر فرصة للحصول على فكرة البرهان القاطع . 

NGC‏ ل 


« هذا جزء من النظرية ۲+ تي المجزء الارل من الاصول. والبرهان الذي نورده ليسلاقليدس 
ولکن البوتان عرفوه ۰ 


4۲ 


مستقم يمر بالرأس أ موازياً للضلع ب < . وزاویتا الث ب › ج تساويارت 
زاويتين من زوايا أ بالتبادل . فزوايا الملث الثلاث تساوي الزوايا الثلاث الى 
رأسہا أ وتكون فما بينها زاوية ۴ 

سق مستقمة اي زاوتن قامتىن ¢ وھکذا : 

تثبت النظرية . 

فاذا فرغ الطالب من دراسته 
a e‏ م ن 
لبضعة براهين كہذا فمن حقه أن يحمل شکل ۽ 
على مدرسته واساتذته حمل شعواء 
فىجب ان نيز بين الاشاء من حث اهستما فقد تفوت على طالب فكرة هندسىة 
ما فلا خسر كثيرآً لأنه لاجد متسعا لاستم)ا ها في المستقبل . ولكن اذا هو فاته 
التعرف على البراهين الهندسىة فقد فاته افضل واسمل الفرص لعرفة اقامة الدليل 
ا حى وفاته ايضا خير فرصة للتمرن على .الاستنتاج القاطع . وبدونيا بفقد 
المقباس الصحبح لوزن الدلبل قي شى المناسبات التي نقابلما في عصرة الحاضر . 

وجملة القول اننا اذا شئنا ان نجعل من الترية العامة وسبلة لتعريف الطلاب 
على فكرة الدلبل البديهي والتفكر المنطقي فعلىنا أن نستمقي في التربىة العامة 
جال للبراهين المندسبة . 

ج - النظام‌المنطقي :ان المندسة ا وضممااقلىدس ليست مجرد حشد للحقائى 
ترتیب ولکنہا ترد بترتيب رائع . فكل نظرية وضعت حمث تعتمد على ما 
سبقما من بد هيات وتعريفات ونظريات ؛ حت لبحق لناان نعتبر ان عمل 
اقليدس هو ترتيب هذه النظريات وان الميزة الكبرى لأصوله هي هذا النظام 
المنطقي الذي بنتظمها جما . 

وأصول اقلىدس ليست نظاما منطقا فحسب بل هي اول واعظم مشل 


۱4۳ (۱۳( 


لظام المنطقي > وقد حاول الناس وما زالوا بحاولون الوصول الى مثله في الغلدم 
الاخرى . ولكن هل ينبغي للاعلوم الاخرى ولا سما البعبدة منها عن طببعة 
الهندسة » كعلم النفس والتشسريم ؛ ان توضم على غرار منطق اقليدس الرصين ؟ 
هذا سوال مختلف وجات النظر.فبه > ولكن لا بحق أن لم يعرف نظام اقليدس 
أن يدلي في الموضوع براي . 

والبراهين هني الاسمنت الذي يسك بنىاننا الهندسي بعضه الى بعض › 
فبالبرهانترتبط کل نظریة با سبقہا من بدی‌یات وتعریفات ونظریات › وبدون 
البرهان يتعذز ”ان يهم امن ما في هذا البنيان . 

فصفو ة القول اننا اذا شئنا ان نجعل من التربة العامة وسبلة لتعريف.الطلابة 
على فكرة النظام المنطقي فبنبغي ان نستبقي في التربية العامة مالا للبراهين 
اة 

۳ - وسائل الاستنكار : وليس من رأينا أن الححة البدهسة والمرهان 
القاطع والنظام المنطقي قد تعد أموراً ثانوية بالفسبة الى اي من الناس . فارات 
تكن هنالك حالات لا تعد فما دراسة هذا كله امرآً ضروربا توما نظر' 
لضب الوقت او لأسباب أخرى ففي هذه الحالات يبقى من المستحب ان 
تدرس بعص البراهين . 

والمراهين تقدم الحجة » في بذلك تسك النظام امندسي بعضه الى بعض 
وهي تساعد على استذكار العناصر الختلفة التي #سكما . .ولناخذ المثال السابق 
الذي يتعلی بشکل ۲۲ . فالشکل شت إن موع زوابا الألث *۱۸١‏ وهو 
بربط هذه الحقىقة بحقمقة أخرى هي أن الزوابا المتبادلة متباوية . والمحقائق. 
المترابطة امتع لاعين واخف على الذداكرة من الحقائتى المفرقة . وبالشكل . ترسخ 
في الذهن النظريتان المندسيتان المترابطتان حق تصيرا جزءآ من ذخيرته غير 
E‏ ) 


...فلنأًت:.الآن الى حالة لا. يكوت فيا :ضر وريا الحضول على كافة ‏ البقنازف 
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الهندسي ومن اجل ذلك يكتفى منه بحقائى محدودة . ففي هذه الحالة يذبغي 
أن تعرض هذه الحقائق مترابطة بصورة ما > لأن الحقائى المفرقة تأت ثقبلة 
صعبة وتهرب خفيفة سهلة. فأي رباط ها يضما معا بصورة سهلة طبيعبة وعقد 
لا بنقطع انما هو رباط نرحب به مها یکن نوعه . فلیکن رباطہا على شاکلة ما 
يسمى بوسائل الاستذكار . اذ ليس ضروريا ان يقوم ربطما على المنطق حى 
بكون عونا للذاكرة . ولكن حت في وسائل الاستذكار تكون الىراهين بالغة 
الفائدة لا سما السهل منما . فاذا كان على الطالب أن يتذ كر حقىقتين ها نوع 
زوايا المثلث وخاصة الزواا المتمادلة > فل هنالك وسة لاستذكار هاتين 
ا حقبقتین اسہل وابسط واقوی من شکل ۲۲ ؟ 


وخلاصة القول أنه حتى حسث لا نعلق اهمسة خاصة على منطقة الافكار 
تفمدنا البراهين كوسبلة للاستذكار . 


۽ - نظام كتب الطمو . دافعنا عن فوائد البرهان ولكننا لا نعني أن كل 
البراهين حب ان تعطى على اطلاقما . 


فان هنالك حالات بستحسل معا ذلك . ومن أهہا تدريس حساب 
التفاضل والتكامل لامهندسين . فاذا ردنا تدريس هذا الموضوع حسب المقابيس 
المنطقمة الحديثة نحتاج الى براهين على درجة من الصعوبة والدقة » ما يسمى 
براهين ابسىلون ) Epsilon proofs‏ ( . ولکن المپند سين rec‏ الموضوع من 
تاحبته التطسقية فحسب وه لا ملكون الوقت ولا الاساس الرياضي ولا الاهتام 
الكاق لمصارعة البراهين الصعبة الرزينة او تقدبر ما فما من دقة ورصانة . 
لذلك نامس عند البعض مبلا لاغفال كل البراهين فى حساب التفاضل والتكامل . 
وهذا هوي بالىحث الى مرتبة كتب الطمو حبث تسرد بالتفصىل المواد اللازمة 
والاجراءات من غير سبب او دلبل . وني الطمو يقوم الدلبل على صحة الطبخة 
عند أ كلا فكتاب الطمو يؤدي اذن الغاية المرجوة منه » ولا نحتاج معه الى نظام 


۱۹٥ 


منطقي أو وسىلة الاستذ كار لان الوصفات تکشت او تطبع فی الور ولا يازم 
استعاا فى الذاكرة , 

الا أن مؤلف الكتاب المدرسي في حساب التفاضل والتكامل او المدرس 
في الكلة لا يؤديان الغاية المرجوة منا اذا هما نسجا على منوال كتب الطمو . 
فتدریس الاجراءات بدون براهین وتلقینما من غير دوافعما لا بؤدیان الى فہم . 
والقواعد اذا جردت عن اسباا وروابطہا تنسى بسرعة . والرباضات لا عكن 
أن تختبر كا بختبر الطعام المطبوخ . فاذا نحن ل نثر التفكير في حساب التفاضل 
والتکامل فاننا نجعله اشبه بکشف في قواعد ومعلومات لا عكن أن تضم . 


ه - شبه البرهان : والطريقة الملى لمعالجة الامر بين مستوى البرهان البالغ 
الصعوبة ومستوى كتاب الطمو ان نكتفى باستعال براهين غير كاملة استعالاً 
ففق ٠‏ 

والمنطقي الدقبقى جد أن البرهان غير الكامل ليس برهانا اطلاقا . ولا شك 
أن شه المراهين يتبغى ميزه من البرهارنت الرصين فالخلط بينهما سىء 
ااه أف ماعن الان ارا رن لامور الس أن رس لزت 
برهانا ناقصا بشكل غامض يتذبذب بين الخجل وبين الخداع . بيد أن البرهان 
غير الكامل - او ما نسمىه شبه البرهان - قد يكون ذا فائدة اذا هو استعمل 
في الموضع المناسب الذي عله الذدوق وحسن الاختمار . ولدست الغاية منسه 
الاستعاضة به عن البرهان الكامل » ولكن الغاية أن تضفي على الموضوع شيا 
من اللذة وشيئًا من القاسك . 


مثال ١‏ : المعادلة الجسرية ذات الدرجة « ن » لما « ن» جذور لا اکر ولا 
اقل هذه النظرية التى اعتىرها جاوس نظرية الجر الاساسىة كثيراً ما نضطر الى 
كرفا آما نظ لاب ال عقدررم نشبوا غاا ب الأ رة أي 
المعادلة دات الدرجة الاولى نها جذر واحد والمعادلة ذات الدرجة الثانىة ها 


۱۹٩ 


راد ان را کی واا ر ی مدا رة دك ان 
لىس هناك معادلة من الدرحة « ن » ها اكثر من «ن» من الجذور الختلفة . 
فېل هذه الحقائی a DS‏ . ولکتما 
تکفي على کل حال لان ڌ تثشير في النفس شيا من الاهتام بالنظرية والتقدر ها 
ا O E‏ 
النظرية في الاذهان . 

مثال ۲ : فى الزواا المحسمة الملاشة e E‏ زاويتين بين 
الحافات !كبر من الزاوية الثالثة . واضح أن هذه النظرية تؤدي الى القول بان 
المثلكث الكروي يكون مجموع اي ضلمعين فيه اكبر من الضلع الثالث فاذا بدا لنا 
ذلك فمن الطسعي أن تتبادر الى الذهن المقابلة بين المخلك الكروي والئلث 
المستوي . فل هذا يشكل برهانا ؟ كلا بالتاً كيد . ولكنه يساعدنا على فيم 
النظرية وبربطما في الدهن . 


والمثال الاول ذو قىمة تاركخسة فقبل ٠٠١‏ سنة كان الرياضون يعرفورنت 
النظرية الاساسبة » بدون برهان كامل »> بل م ل يبنوها على ساس اقوى ما 
دكرنا . والمثال الثاني يشير الى المقابلة او القاس كمصدر من مصادر القناععة 
التقديرية . ففي الرياضيات كا في العاوم الطبيعية والفيزبائية كثيراً ما يبدا 
الاكتشاف بالملاحظة والمقابلة والاستنتاج . وهذه هي الوسائل التي تستعمل في 
صاغة الحجة المهورستىكىة المعقولة وهي وسائل تحظى موافقة الفعزياني 
والمندس بشكل خاص . ( انظر ممادة الاستقراء والاستقراء الرياضي ٠١‏ 
SEE‏ 

وقمة البرهان غير الكامل او شه البرهان تتىدى الى حد ما من دراستنا 
لنطة الحل . وذو الخبرة فى حل المسائل يعرف ان اول فكرة تتمادر الى 
الذهن من البرهان تكون على الغالب غير كاملة ولكن فا يكن الما 
الرئسي > الرابطة الرئيسىة ٠‏ نواة البرهان تكون على الغالب غير كاملة ولكن 
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فما يكن المبدأً الرئيسي > الرابطة الرئيسة > ثواة البرهان الرصين . امأ 
التفاصل فتتوالى فما بعد » و كثيراً ما تكون عسرة صعبة المثال . ومن المۇلفين 
نفر بتمتعون يوهبة تمكنمم من وضع نواة البرهان اي الفكرة الرئيسية فيه 
بأبسط شكل ثم هم بعد ذلك يكتفون باشارة عابرة الى طبيعة التفاصبل ومثل 
هذا الذین بعملون شه برهار ولکله قد بکون اکر فائدة من برهان مثقل 
بالتفاصيل . 

فصقوة القول ان البرهان غير الكامل عن ان محعل وسل للاستذ كار ( لا 
بديلا عن البرهان الكامل ) عندما بكون المطلوب تاسكالادة في الذاكرة بغض 
النظر عن بنبانما المنطقي الدقىق . 

والدفاع عن البرهان الناقص قضة محفوفة بالخطر. ولكن كن ‌الحد منسوء 
استعم‌اله اذا وضعت له بضع قواعد كأن نتطلب ان يشار في الموضع المناسب 
والوقت‌المناسب الى ان البرهان غير كاملواننشترط على المۇلف او المدرس اذا شاء 
انیعطي برهانا غر کامل ان یکون على عل کید بالبرهان الكامل . ثم مجدر الا 
ما اجيول ? 

ما المطلوب ؟ ما الذي تريده ؟ ما الذي يازم ان حصل عله ؟ 

ما المعطات ؟ ما الدي نعلمه ؟ ماذا عندنا ؟ ماذا نعرف ؟ 

ما الشرط ؟ ما الرابطة بين المجهول والمعطمات ؟ 

قد يستعمل المدرس امثال هذه الاسئلة لىختبر فهم‌الطلاب للمسألة . وينبغي 
ان بكون الطلاب قادرين على اعطاء جواب واضح . ثم ان الاسئلة تر كز تفكر 
الطلاب في الاجزاء الرئيسة : المحهول والمعطبات والشرط في «مسألةالاحاد » . 
ولا کان من الصروري اعادة النظر فى هذه الاحزاء مرة بعد مره ققد نضطر 
المدرس الى تكرار الاسئلة في ختلف مراحل الحل . ( انظر الاقام ٤ء ٥١‏ 
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¥٠ 4 ۱۸‏ > والمواد : وضع المعادلات ٤۴ ١‏ ) > المسائل العملسة ٤ ١‏ 
اللاحاجي » وسواها ) : 


وهذه الاسئلة ذات اهسسة كبيرة عند الذي محل المسائل › فسا حققفهمسه 
للمسالة وبر كز انتباهه على الجزء الذي ريده من اجزائا . والحل بقتضي ربط 
امحهول بالمعطات فلا بد اذن من تفحص السألة مرة بعد مرة بالسؤال : ما 
احہول ؟ ما المعطات ؟ 


وقد بكون للمسألة عدة مجاهىل او يون لشرط عدة احزاء > وقد 
بنبغي النظر في هذه واحدة واحدة او قد ينبغي دراسة احدى المعطبات على 
اقرا وهنا تشطرة ال ديل الا ة اكل قى كرا بنا ااهل 
ما اول المعطبات ؟ ما ثاني المعطبات ؟ ما أجزاء الشرط ؟ ما الر كن ألاول 
في الشرط ؟ 


وف مسألة الاثبات جزءان رئيسان ها المفروض والمطلوب والسؤالاانس 
اللذان يلامانما هما : ما المهروض ؟ ما المطلوب ؟ ولكن نحتاج الى تعديل هذبن 
السؤالين عند مناقشة المسألة مع الطلاب كأن تقول ما الذي فرضناه ؟ ما الاركان 
المختلفة لفرضك ؟ ( انظر المثال في القسم ٠١‏ ) . 


المسألة الروتينية 3 


يمكن ان نعتبر حل المعادلة س" - ۳ س + ۲ = ء مسألة روتىنىة اذا كان 
الطالب قد تعل القانون العام لامعادلة التربيعبة فل يبق عله الا التعويض في هذا 
القانون »> تعويض العددين - ٣‏ › ۲ ي القانون الحري. وادا هو لم يدرس‌القانون 
العام وانغا حل المسائل بمعادلاتعددية فهذه المسألة تصير ايض روتبنمة . فالمسألة 
تتكون عادة روتننبة اذا امكن حلما بتعوبض حعطنات جديدة في مسألة سبق 
حلا او باتباعخطى مسالة سابقة مغروفة بدون اثر لأصالة او ابتكار. وعندما 


۱۹ 


بضع المدرس مسألة روتيثية انما يضم صب عبشه جواباً مباشراً قاطعاً للسؤال: 
هل تعرف مسألة ذات صلة ذه ? وفي حل المسألة الروتبنية لا يازم الطالب 
سوى الانتباه والصبر في تتبع خطوات معروفة مرسومة وهو لا ميحد جال 
لاظہار أصالته او فطنته أو مقدرته على الابتكار . الا ان المسائل الروثىنىة 
ها عن كل ما عداها خطاً لا يغتفر فتعلم الطرق الميكانيكية دون سواها حط 
لخبال الطاهي وحسن تصرفه اما الروتين الرباضي فلا يدع للطالب شيثا من 
هذا القسسل . 


مسائل الايحاد ومسائل الاثبات ؛ 


سنعقد الآن مقارنة بين هذبن النوعين من المسائل : 

١‏ - فغاية مسألة الاحجاد هي احاد شيء ما هو الجحمول في المسألة »> وهذا 
الول هو الذي تبحث عنه › هو الشيء الذي نريده . 

وقد تكون مسألة الامجاد نظرية أو ععلسة > مجردة أو مادية “ حدية او 
حجبة للقسلىة “ وقد تحوي أي نوع من أنواع المجاهيل > وقد تقتضي ان نجد 
اي شيء یکن ان مخطر على البال » ان نحصل عله » او نحسبه › او نوجده أو 
نعمله او نرسمه . ففي قصص ال جرية بون الجمول هو القاتل »> وفي لعبة 
الشطرنج يون الجول تحريك حجر معين . وفي بعض الالغاز يكون امجهول 
كامة » وني مسائل ال جبر الابتدائية يكون المجهول عددا وقي مسال الرسم 
اهندسي بكون المجہول شكلا هندساً . 

۲ - وغاية مسألة الاثىات هي اقامة حجة قاطعة تثبت صحة حقىقة 


مذ کورة بمنطوق واضح او تثبت بطلانا . فالقاضي همه ان یعرف اذا کااثپ 


+ 


الادعاء صححاً أو كاذباً وهمه ايضاً ان يعطي ادلة قوية تثيت صحة ما برأه . 
فالقاضى عنده اذن مسألة اثبات . ومن مسائل الاثبات ايضا ان تبرهن على 
ظ و اغ رن وقي بعض الاحبان قد يفضّل ان نذ كر في نص المسألة ان 
المطلوب البرهنة على صحة الشيء او بطلانه > ولكن في مثل نظرية فمثاغورس 
نعرف ان امكانىة اثمات بطلانها امكانىة ضسلة . 

۳ - والاجزاء الرئيسة فى « مسألة الاحاد » هي الحہول والمعطصات 
والشرط . ۰ 

فاذا كان المطلوب رسم مثلث اضلاعه أ > ب »> ج » فا حول هو المثلث 
والمعطبات هي الاضلاع أ > ب » ج “> وا ثلث بجحب ان بحقتق الشرط وهو اا 
تکون اطوال اضلاعه أ ٤»‏ ب › ج . اما اذا كان المطلوب ان نرسم مثلشا 
ارتفاعاته أ > ب » ج . فالجمول شيء من نوع الحهول السابق والمعطبات 
هي نفس المعطبات السابقة ولكن الشرط الذي ربط الحيول بالعطبات شرط 
جدید . 

۽ - واذا كانت « مسألة الاثبات » مسألة رياضىة من النوع ال مألوف فالجزآن 
الرئيسبان فيا هما المفروض والمطلوب . 

« اذا كانت الاضلاع الاربعة في الشكل الرباعي متساوية فان قطرييه 
بتعامدان » . جواب الشرط هنا هو المطلوب > وما قله هو الممروض . 

( ولا عكن فصل المغروض عن المطاوب في كل المسائل الرياضية بهذا الشكل 
النسبط تمن الصعب مثلاً الفصل بينما في مل المسالة : هنالك عدد لا نهاية له من 
الاعداد الاولسة ) . 

ه ‏ واذا انت شئت أن تحل « مسألة امحاد » فىجب ان تعرف معرفة 
دقبقة جداً اجزاءها الرئيسبة > الجول والمعطبات.والشرط . وفي الثبت عدة 
اسئلة وتوجمہات تتعلق هذه الاجزاء . 


مأ ألجهول ؟ مأ ألعطبأت ؟ ما الشرط ة 
اعزل اجزاء الشرط بعضما عن بعض . 
اوجد الزابطة بين المعطمات وامحمول . 


انظر الى المحول > وحاول أن تجد مسألة تعرفما فما هذا الجحهول او مجهول 

خذ جزءا من الشرط واهمل الباقي ؛ الى أي حد بتعين بذلك الحول ؟ 
كيف بتغير ؟ هل كنك ان تستنتج من المعطات شيئا يضدك ؟ هل كنك ان 
د نط ات اخرى انت لااد ارق هل مك ي ارل او 
المعطبات او كلما اذا لزم الامر حت تحصل على مجہول جديد ومعطبات حديدة 
اقرب الى بعض ؟ 

مل اتات الات حل انسل كر اقرط ۲ 

> - واذا شئت أن تحل مسألة اثبات فيحب أن تعرف > وتعرف بصورة 
واضحة > جزأًا الرئيسين وها الممروض والمطلوب . وهناك اسثلة وتوجنهات 
مفبدة بشأن هذبن الجزأين وهي تناظر الاسئلة والتوجمات التق تناسب 
N‏ 

ما المفروض ؟ ما المطلوب ؟ افصل احزاء المفروض بعضها عن بعض . 
أوجد الرابطة بين الممروض والمطلوب . انظر الى المطلوب وحاول ان تجد 
نظرية تعرفما فبها هذا ااطلوب او مطلوب يشبمه . خذ جزءاً من المفروض 
وا ممل الباق ؛ هل يبقى المطلوب صحبحا ؟ هل كنك أن تستخلص شيا 
يفيدك من المفروض ؟ هل كنك أن تجد مفروضا آلخر تستنتج منه المطلوب 
بسهولة ؟ هل كنك تغبير الممروض او المطلوب او كلما اذا لزم الامر حت 
ينتج لك مفروض ومطلوب جديدان أقرب الى بعض ؟ هل استعملت المفروض 
ڪل ؟ 


YY 


۷ = و ومسائل الأجادء هى الام ى الرياضات الابتدائة , «٠‏ وستائل 
الاثيات » هي الأهم في الرياضبات العالبة . وفي هذا الكتاب جنح الولف الى 
الحديث عن « مسابل الاحاد » اكثر ولکله برجو ان بعدل بنا في بحث 
اوفى لاموضوع . 


المسائل المملية 


تختلف المسائل العملىة من عدة وجوه عن المسائل الرياضة المحضة الا أن 
الدوافع الرئيسبة واجراءات الحل في جوهرها واحدة . والسائل العملبة لدى 
الميندسين تنطوي على مسائل رياضية . وسنوجز هنا الفروق والمقابلات 
والروابط بين هذبن النوعين من المسائل . 

- فمن المسائل العملة البارزة انشاء سد على نهر . ولسنا بحاجة الى معرفة 
اختصاصة لفهم هذه المسألة فمن قبل التاريخ > من قبل عصر النظريات العلمية 
الحديث »> كان الناس يقيمون سدوداً من انواع شتى في وادي النسل ونواحي 
أخرى من العا حبث يعتمد المحصول على الري فلنتخسل مسألة بناء سد 
عصري هام . 

ما الول ؟ المنألة التي من هذا النوع تحتوي على عدة مجاهيل كتحديد 
موضع السد وشكله المندسي والمادة او المواد التي تستعمل في بنائه وغير ذلك . 

ما الشرط ؟ لا عكننا الاجابة عن هذا السؤال في جملة قصيرة لأن هنالك 
شرو طا عدة . ففي مشروع ضحم کہذا ينبغي تحقىق عدة حاجات اقتصادية 
هامة » على ألا" تضار“ حاجات أخرى الا قلىلا فالسد ينغي أن مدنا بالقوة 
الات وما اري رات سه ساح نض اغات وم اقات ر كةن 
تأحبة اخرئ ينغي ألا يعوق الملاحة الى حد ماموس والا هدد حساة الماك 
ذاتالقىمة الاقتصادية المامة. وألا يشوه المناظر الجمنلة »> وهكذا. ومن 
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ألشر وط طبماً أن يكلف البناء اقل ما كن من مال وأن يتم بأسرع ما كن 
من وقت . 1 

ما المعطبات ؟ اننا حتاج الى قدر ضخم من المعطبات . فمعطبات طوحجرافة 
تتعلى بالارض الحاورة للنهر وبفروعه > ومعطات حىولوحىة تتعلى بصلابة 
الاساس واحقالات تسرب الماء ومواد النناء الى كن توفرها ›» ومعطمات 
متورولوجية تعلق بكية الترسيب السنوي وارتفاع الفيضانات » ومعطيات 
اقتصادية تتعلقى بقمة الارض الى سىغمرها الماء وتكالىف المواد والىد العاملة > 
الى آخر ماهنالك . ٠‏ 


فمثالنا هذا يبدل على أن المجاهىل والمعطسات والشروط اكثر تعقداً واقل 
تحديداً ووضوحا ما نجد في المسألة الرياضة . 


۲ - ونحن لكي نحل مسألة ما نحتاج الى معرفة سابقة مكتسبة . وممندس 
العصر الحاضر بحد تحت متناول يده كمىة ضخمة من المعرفة الاختصاصة العالىة 
ونظرية علمىة عن قوة احقال المواد بالاضافة الى خبرته وخبرة المندسين الآخرين 
ختزنة في الكتب الفنمة . ونحن ليس بمقدورنا ان تتناول هذا كله هنا ولڪن 
نستطيم ان نتخبل ما كان يدور خلد المصري القدي عندما كان بريد ان ييي 
ا سی توء 


فېو.قد رأی لا شك سدودآً اخری عدب دة اصغر من سده او اکبر › 
حواجز ترابىة او ابتبة منشأة تقف في وجه الماء . وهو قد رأى لا شك الفيضان 
وهو باجم السدود با حمل من شتى المواد “> ولعله ققد سام في اصلاح الخلل 
الذي تر كه الفيضان من تصدع وتعرية › ولعله قد رأًى ايضاً سدوداً تنهار تحت 
وطأة الفبضان ولا شك أنه مع قصصا تروى عن سدود صمدت احالا عديدة 
واخرى جاء انهمارها المفاجىء بكارثة مخبفة . كل هذا قد طبع في ذهنه فكرة 
عن مقدار ضغط الماء على حانب السد ومدى تأثر مواد السد بذلك . 
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ولكن البناء اللصري لم يكن لديه معلومات دققة قىاسىة عاسة عن ضغط 
السائلات وقوة احال الاجسام الصلبة وهذه مءلومات تكون القسم الجوهري 
من المعدات الدهنىة لامندس الحديث . 

ولكن المهندس الحديث ايضا يستعمل معلومات كثيرة م تصل الى المستوى 
العامي الدقى نما بعرفه عن التعرية الناشئّة عن جربان الماء وعن مل الطمي 
ولدونة بعض ال مواد وصفات اخرى فما ل تدرس دراسة دققة > كل ا 
معلومات دات طابع تقد ري . 

فمشالنا يدل على أن المعلومات اللازمة والمبادىء التى بحتاج الا هنا كث 
تعقمداً وتشعبا واقل تحديداً ووضوحا في المسائل العلمبة ما نجد في المسائل 
الرياضية . 

٣‏ - فا لحاسلل والمعطبات والشروط والنادىء والمعارف الاساسىة 
الضرورية > وكل شيء هنا اكثر تعقبداً وتشعبا واقل تحديداً ووضوحا منه في 
المسائل الرياضبة المحضة . وهذا فرق هام“ بل لعله الفرق الاساسيوتحته تنطوي 
فروق‌اخرى› الا ان الدوافم الرئدسبة واجراءات الجحل هي في جوهرها واحدة 
في كلا النوعين من المسائل . 

والرأي السائد أن المسائل المملية تحتاج من الخبرة الى اكثر عا تحتاج البه 
المسافل الرباضبة وقد يكون هذا صححا . ولكن الارجح ان الفرق كامن” في 
طببعة المعرفة اللازمة لا فى تصرفنا تجاه المسألة . فعند حل مسألة من هذا 
النوع او ذاك نعتمد على تجربتنا بالمسائل الماثلة و كشيراً ما تتساءل : هل رأيت 
هذه السآلة من قىل بشكل قريب ؟ هل تمرف مسألة ذات صلة ہا ؟ 

ولكننا في حل المسألة الرياضبة نبداً بافكار واضحة تامة الوضوح مرتبة 
الى حد ما في الذهن ترتيبا جداً . اما في حل المسألة المملبة فكثيراً ما نضطر 
للمدء بافكار باهتة نوعا ما شم قد يمهير جلاء هذه الافكار جزءا هاما من 
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المسالة . فالعلم الطبي البوم اقدر على وقف الامراض السارية ما كان في ايام 
باستور عندما كان سربان الإمراض ذفسه فكرة غير واضحة . هل اخذت بعين 
الأعتار ك البادى: الأغاتة الى فظوي عا ااا عدا وان جنك فى 
کا وکن ااا ف ی کر ا ع ت ی ا 
علا المىالة . ) اګ 
وفي المسألة الرياضبة التي يكون منطوقما سليما تكون كل المعطبات وكل 
اجزاء الشرط جوهرية ويازم ان تؤخذ بعين الاعتبار . اما في المسائل العملية 
فعندنا قدر ضخم من المعطبات والشروط نأخذ منما بعين الاعتبار | کن ما 
عكن ولكننا نضطر الى التغاضي عن بعض منها . خذ مثلاً قضبة الرجل الذي 
يى السد الكبير . فو بعنى بحاجات الناس وبالامور الاقتصادية المامة ولكنه 
يفط ران الاي ن بع الات راغلانات اة .روماه مي ن 
ازاق ا خف فا قز فد ويد ان جرت الريك عن الطبت الوت 
للأرض التي برسي علبما الاساس.. ولكنه مضطر في النهاية الى الوقوف من 
جع هذه المعلومات عند حد وتقبل افتراضات ظنىة لا صلة له فما . 
هل استعملت كل المعطات ؟ هل استعملت الشرط كله ؟ هذان سؤالان لا 
نستطيم التغاضي عنما في حل المسألة الرياضبة البحتة . اما في المسائل العملية 
فىنبغي تعدیلم)ا : هل استعملت كل المعطمات التى قد توؤثر تأثر ا موسا في حل 
اا ۶ عل اعت کن اروغ ای فد نکر فا عاد مرش ق ل 
المسالة ؟ اننا نستعمل النخيرة التي لدينا من الملومات المامة » ونجمع معلومات 
اخری اذا لزم الامر ثم نحن قد نوقف جع هذه المعلومات “› فلا بد من وضم 
حد ولا بد من تجاهل اشاء . « فمن يشا ان بر كب البحر من غير أن يتعرض 
ا . وكثراً ما يكون فة قىض من المعطات 
تؤثر تأثبر ا ماموسا في الشكل النہائي للحل . 
۽ - والدين كانوا يصممون السدود إلمصرية. القدة كانوا يعتمدون على 
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التفسير الفطري لتجار مم ولا شيء سواه . اما المهندس الحديث فلا يستظيم 
ان یعتمد على مدار که الفطرية وحدها لا سما اذا کان مشروعه جدیدا جریا . 
اث عليه ان بحسب قوة احقال السد المطلوب ويقدر تقدراً کا ما تلاقه 
اجزاء السد الداخلىة من ضغط وشدة وهو لذلك مضطر الى استعال 8 
المرونة ( وهي تنطبتق الى حد لا بأس به على البناء المسلح ) وهو لكى يستعمل 

هذه النظرية محتاج الى كثير من الرياضيات وهنا تؤدي المسألة المندسىة ات 
الى فسألة رياضية . 


وهذه المسألة الرماضبة صعب من ان نبحثها هنا وكل ما نقوله حوما كامة 
عامة . ذلك اننا في وضم المسائل الرياضة التي تنجم عن المسائل العملببة وفي 
حلها كتفي بالتقريب ٠‏ فنحن نمل مضطرين بعض المعطبات والشروط الثانوية 
في المسألة العملية اذن فلا مانم من تقبل حد من عدم الدقة في العملبات الحسابمة 
لا سما حسث کون فی ذلك تسيل للحل . 


ه - وم جال القول عن التقريب واسع لا سما وهو امر ہم امور ولك 
بقتضي معرفة رياضة اختصاصة فلنكتف بثال واحد بدي مضد 


سم الخرائط الغرافية مسألة عملبة هامة. وعند تخطبط رمم لأيخريطة 
E‏ قَىقة › فان سطح الآارض بستعصي 
تود ده تحدید! آ راض دققاً وحن نعرف انرا مفاطحة عند القطبين. الا 
اتنا إذ نعتبر الارض كروية يصير اسمل علينا ان نرسم الخريطة المطلوبة وبذا 
نكسب تسيل المسألة ولا نخسر شيثا عظيما من جراء عدم الدقة . فلنتخسل 
کرة کسيرة ها شكل الكرة الارضة بالضبط وقطرها ۲٠‏ ا ع طط 
الاستواء . ففي هذه الكرة تتكون المسبافة بين القطين اقل من ۲٠‏ قدماً نظراً 
لتفلطح الارض عند القطبين لكن هذا الفرق حوالي بوصة واحدة . اذن فاعتبار 
الأرض كرء تریب ملي لا غبار علب ف جال اجات الس : 


المسألة المساعدة 


هي مسألة ننظر فما لا من اجلها ولكن على امل ان تساعدنا فى حل مسألة 
اخرى هي المسألة الاصلبة . فالمسألة الاصلىة هي الغاية والمسألة المساععدة 
واسطة هذه الغاية . 

ان الحشرة قد تحاول الفرار من نافذدة مغلقة في تكر علمما مرة ثانبة وثالثة 
دون ان تلجأ الى نافذة اخرى مجوارها مفتوحة هي النافدة الى دخلت منما . 
اما الرجل فمو قادر أو ينبغي ان یکون قادرا على ان یفکر تفکیراً أُذکی . 
وميزة الانسان هي دورانه حول العقبة الىلا عكن تخطبما مباشرة › في ابتكاره 
المسالة المساعدة المناسبة عندما تستعصي عليه المسألة الاصلبة . وابتكار المالة 
لمساعدة احدى العمليات الذهنية الحامة . فان ابتكار مسألة جديدة ووضمها 
في خدمة مسألة اخرى › ان تر كيز الذهن في غاية هي واسطة لغاية اخرى >“ 
کل ذلك امارة من امارات الذ کاء . وان من اهم واجباتنا ان نتعلٍ و ( نعلسم ) 
طربقة معالة المسائل المىاعدة بقطنة . 

. مثال : اوجد قبمة س فى المعادلة‎ - ١ 

س“ - ۳ س" + ۳ = ۰ 
اذا لاحظنا ان س٤‏ = ( س٣‏ ) ۲ ندرك فائدة ادخال ص = س" . 
فمذا يعطىنا معادلة جديدة : 
ص" ۱۳ ص + ۴۳۹ = ہ۰ 

وهذه مسألة حديدة مساعدة . وحن نريد ان نستعملما كواسطة لحل المسألة 
الاصلبة : فالمجهول ص فى المسألة المىاعدة سمى بحت اأجمول اأساعد . 

- مثال : اوجد قطر مثوازي المستطبلات اذا عت أطوال حافاته 
الثلاث التي تلتقي في ر كن من اركانه . 

ففي سبل حل هذه السألة ( القبم ۸ ) قد تؤدي بنا المقابلة ( القسم ٠١‏ ) 


۲*۸ 


الى مسألة اخرى هي اماد قطر المستطبل اذا عل ضلماه اللذان يلتقيان في 
وکن :وات 

فالمسالة الجديدة مسالة م۔اعدۃ ننظر فا مل في ان ذربدح منہا ما بضدتا 
في حل السألة الاصلىة . 

٣‏ - المريح : والمربح الذي نجنبه من النظر في المسألة المساعدة ذو انواع 
عدة . فقد نستعمل نتمجة المسألة المساعدة كا فى الال ١‏ » فعندما. حل معادلة 
ص جد ان ص تساوي ٤‏ او ٩‏ فنستدل على ان س ٤=‏ اوس ٩=‏ ومن 
ذلك نستنتج کل قم س . 

وفى حالات اخرى نستعمل طررقة المسألة المساعدة ففي المثال ۽ نحد المسألة 
الاع معا ى ام ال ا 9 0 ار ا 
أسهل . فمن المعقول أن ندخل مسألة مساعدة كہذه على أمل ان نتعل منها شيا 
- أن تتبح لنا فرصة التعرف على طرى جديدة او عملبات او وسائل تؤدي في 
الناية الى حل المسألة الاصلبة . وف المثال ٣‏ كان اختار المسألة المساعدة أمراً 
موفقا فعندما ندرسہا ددقة نجد أننا نفند من نتىجتما ومن طرقتہا معا . 
( انظر القسم 0 والمادة : هل استعملت كل المعطبات ) . 

۽ - اتحذور ٠‏ ونحن تبذل في حل المسألة المساعدة وقتا وجهداً على حساب 
المسألة الاصلىة » فاذا نحن اخفقنا في الاستفادة منما ضاع علسنا الوقت والجهد . 
ولذا ينغي أن نروض قوة التمميز فىنا لاختمار المسألة المساعدة. وهناك عدة 
E E SR a E‏ 
المسألة الاصلىة او قد تبدو ذات احاء او قد تحتذب انظارنا لجال خاص فا . 
وقد تکون کل میزتما انیا جدیدة وملای بامکانبات ل نکتشفہا » او قد ننصرف 
السہا احانا اذ نسم من المسألة الاصلىة وتخفتى كل عاولاتنا معها . 

ه - كيف نجد المسألة المساعدة ? : ان اكتشاف الحل كثيرآً ما يعتمد على 
اكتشاف المسألة المساعدة المناسىة . والموؤسف ان ليس ثة طربقة لا تخطىء فمذا 


۲۰۹ ()۱4( 


الاكتشاف ا أنه ليس مة طرقة لا تخطىء لاكتشاف حل لامسألة المطلوبة . الا 
أن هنالك اسئلة وتوجممات كثيرآً ما تساعدنا »> مل : انظر الى الجهول . 
وكشيراً ما نتوصل الى مسألة مساعدة مفمدة بتغبير المسألة الاصلمة . 

- المسائل المعكافئة : تكون المسألتان متكافئتين اذا كان حل أي منها 
يؤدي الى حل الأخرى ففي الال ١‏ المسألة الاصلبة والمسالة المساعدة 
متکافئتان. 

( أ ) المخلث المتساوي الاضلاع تكون كل من زواياه ٠٠‏ درجة . 

( ب ) الئلك ا لمقساوي الزوابا تکون کل من زوایاه ٠‏ درحة . 


ليست هاتان النظريتان شيئًا واحدآً » فا تحوبان مبدأبن مختلفين اذ أث 
احداهما تتعلتق بتساوي الاضلاع والثانبة بتساوي الزوايا . ولكن كلا“ منها 
تنجم من الاخرى نفمسألة البرهنة على أ تكافىء مسألة البرهنة على ب . 

واذا نحن أردنا أن نارهن على ( أ ) فقد نجد فائدة في اتخاذ البرهنة على 
( ب ) كمسألة مساعدة . فنظرية ( ب ) أسهل برهانا من ( أ ) . وأم من ذلك 
اننا نستطیم أن نری مقدما ان ( ب ) اسہل › وان نحم بذلك › وأن نراه من 
البدء امراً معقولا . فالواقع أن النظرية ( ب ) اذ تتعلق بالزوايا فحسب اكثر 
تجانسا من ( أ ) التي تتعلتى بالزوايا والاضلاع . 

والانتقال من المسألة الاصلبة الى المسألة المساعدة نسمبه التبسط المنعكس 
او ذا الجانين او المتكافىء اذا كانت المسألتان متكافئتين . فالانتقال من ( ١‏ ) 
الى ( ب ) السالفتين » منعكس > و كذلك الانتة ال في المثال ١‏ . والتد.ط 
المنعكس هو من بعض الوجوه اهم عن دنا وأوفر حظا من رغبتنا من الطرى 
الاخرى لاستعال المسائل المساعدة . ولكن المىائل المساعدة التي لا تكافىء 
المألة الاصلة قد تكون عظيمة الفائدة › كا في المثال ۲ . 
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۷ - سالاسل المسائل المساعدة المتكافئة + كشراً ما نقابل هذه السلاسل في 
الدراسات الرياضىة . فقد نريد ان نحل مسألة ما « أ » فلانجد لما حلا ولكن 
ر اخروت تكافئها . فننظر في « ب » ويقودنا النظر الى مسألة 
ثالثة « ج » تكافىء « ب » > وننظر في « > » فىقودتا ذلك الى « د » وهكذا› 
ولا کانتٹت کل مسالة تکافیء سابقتما فان الال الأاخيرة «ل » تكافىء الا 
الاصلبة ( أ ) . 

وهكذا نستدل على حل المسألة الاصلية من « ل » التي حصلنا علبها كحلقة 
اخيرة في سلسلة مسائل مساعدة . 

وسلاسل المسائل هذه لاحظها الرياضون الاغريق قدعا بدلىل كامة هامة 
وصلت الننا من بابس . وكمثال على ذلك لننظر ثانىة في المثال ١‏ . ولنعتبر ( أ ) 
الشرط الذي تحدد به قىمة س في المعادلة : 

5 ن س کک 
ومن الطرى لمحل هذه المسألة ان نحول الشرط الى شرط آخر نسسه ( ب ) 
( ب ) ( ۲ س ) " - ۲( ۲س ) × ۳ += . 
وبلاحظ هنا ان الشرطان (أ) “ (ب) ختلفان » قل اذا شنت ان الاختلاف 
بینہا بسط › او انا لا شك متکافئان › ا هو ظاهر »> ولکنم) غر متطابقین 
حتما. والانتقال من ( أ ) الى ( ب ) ليس صححا فقط ولکن له قصدا و اضحا 
براه كل من له خبرة في حل المسائل التربيبعية. والآن نتابع العمل في هذا الاتجاه 
فنحصل على الشرط ( < ) . 
(=) ( ۲س )"- ۲( ۲س" ) × ۳ + 4= 
ونتابعه ايضا فنحصل على : 


۲۹١ 


E RET) O) 
(ھ ) ۲س ۳= +ه‎ 
o +1۳ 

۲ 


( و ( ا 


(ز ) ساو + اواو =۲. 
فکل تبسط اجریناه هنا منعكس والشرط الآخیر ( ز ) بكافیء الشرط 
الأول )١(‏ ولدا بکون کل من ٤ ٣ ۲ ٣ = ٤ ٣‏ ۽ حلا مکا لامعادلة 
الاصلىة . 


ففما تقدم استنتجنا من الشرط الاصلي ( أ ) سلسلة شروط ( ب ٩)‏ ( ج ٠)‏ 
( د ) >“ ... وکل منہا نكافىء سابقه . وهذا أمر دستحتى كل العناية . فالشروط 
المنكافئة يفي بها جمعا شيء واحد فاذا انتقلنا من شرط الى شرط بكافئُه لا 
بتغير الجواب؛ ولكن O A O‏ 
واذا انتقلنا الى شرط اوسع تقسرب البنا اجوبة غير صحبحة > دخبلة > لا شأن 
ها بالمسألة الاصلىة . واذا نحن في معالجة سلسلة من التدسبطات انتقلنا الى شرط 
ضبق ثم شرط واسع فقد تضبع علمنا بالكلبة معالم المسالة الاصلببة . فلكي 
نتحنب هذا الخطر بحب ان ندققى النظر بعنابة في صفة كل شرط ننتقل اله : 
هل هو مكافىء للشرط الاصلى ؟ وهذا سؤال بزداد اهمية عندما بكون امامنا > 
لا ادل و اة كالسانفة بل خرعة معادلات او عندما تكزن الهرل شا 
لا دعار عله ععادلة كمسألة رسم هندسي ملا ت 

( قارن المادة : بإبس ولا سم الملحوظات ( ۲ ) “(۳) “())“(۸)“° 
والكلام الذي اقتبسناه هناك قبيل هذه الملاحظات محخدود اكثر ما بحب ؛ فهو 
صف سلسلة من « مسائل الاحاد » في كل منها جهول جديد . اما مثالنا الذي 
سقناه هنا فعلى عكس ذلك لأن مسائل السلسلة تضم الجمول نفسه ولا تختلفالا 
في شكل الشرط . فمثل ذلك التحديد طبه] غير ضروري ) . 
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۸ - التبسيط ذو الجانب الو احد: أدينا مسألتان أ ءب»> ولانعرف حلها ٤‏ 
وانما نعرف اننا اذا حللنا أ نستنتج حل ب كل > ولكن العكس لا يصح :فنحن 
اذا حللنا ب فقد تعرف شیا جدیدآ عن ا ولکن لا یکن ان نستنتج حل ا کل 
من حل ب . ففي هذه الحالة يكون حل أ اجدى من حل ب فلنسم أ المسألة 
الاكثر طموحا » ب المسألة الاقل طموحا . 

فاذا انتقلنا من مسألة امامنا الى مسألة اخرى اكثر طموحا او اقل فهذا 
تدسسط ذو جانب واحد . فناك اذن نوعان من هذا التبسسط وكلاها أقل فائدة 
من التبسبط ذي الجانمن او المنعكس . 

وقي المثال ۲ تبسط ذو جانب واحد ينقلنا الى مسألة اقل طموحا > فنحن 
ادا استطعنا ان نحل المسألة الاصلىة > مسألة متوازي المستطىلات الذي ابعاده 
أ > ب »> ج > نستطيع ان حل المسألة المساعدة بوضع ج = صفر » والحصول على 
مستطىل بعد أ > ب . 

وكمثال خر على التبسسط ذي الجانب الواحد الذي يكون الانتقال فىه الى 
مسألة اقل طموحا راجعم ممادة : التخصيص (۴) “ )٤(‏ “ (ه) . ومن هذبن 
المشالین بظہر اننا قد نوفق فی اتخاذ المسألة الاقل طموحا تکأۃ نتکیء علا 
وعلى شيء آخر في الوصول الى حل لامسألة الاصلة . والتبسط ذو الجانب 
الواحد الذي يكون الانتقال فىه الى مسألة اكڪثر طموحا قد يكون ايض 
خطوة تاححة . 

( انظر مادة : التعمم » ۲ > والانتقال من المسألة الاولى الى المانبة فيمادة: 
الاستقراء والاستقراء الرباضي ۲٠٠۱٤‏ ) . 

فان المسالة الاكثر طموحا قد تكون اسهل حلا وهذا هو بدعة الخترع . 
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الصطلحات ¢ فدمہا وحدیغہا 


كل وصف للمجود الذي في حل المسائل لا خاو من غحوض . فهو بوذ 
یعرفه کل واحد و كثبراً ما نناقشه ولکكنه كغيره من اجهودات الذهنىة يصعب 
وصفه . ونظرآً لانه م يدرس دراسة منظمة لا جد مصطلحات تقنىة تصفه . 
اما الصطلحات نصف التقنىة فکشرآ ما تزبنده غموضا لأن الكتاب المختلقين 
يستعماونما ماني ختلفة . 

وي القامُة التالىة ادر جنا بعض المصطلحات الحديثة الى استعملناها وبعض 
المصطلحات القدية التي تجنبنا استعماها في هذا الكتاب بالاضافة الى مصطلحات 
اخرى قدية استعملنا رغم ما فما من غموض . وترجو الا ياتبس الامر على 
القارىء اذا هو رأى هذه المصطلحات تتوالى عله بدوت امثلة تسندها . 

١‏ - التحليل : عرفه بابس تعريفا لطيفاء وهو مصطلح مفبد بصف طريقة 
غوذجىة لابتكار الخطة بالىدء من الحهول ( او المطلوب ) والعمل عكسا نحو 
المعلومات ( او المفروض ). الا ان الكامة قد اتخذت معاني ختلفة ( مثلاً التحلىل 
الرياضي › والكماوي والمنطقي ) ولذا اضطررنا الى التخلى عنما فيهذا الكتاب 
قدر الامكان . ۰ 

٣‏ - الشوط : الشرط بربط الحہول في مسألة الاحاد بالمعطات ( انظر 
« مسائل الاحاد » و « مسائل الاثىات » ٤‏ ۳ ) وهو ذا المعنى واضح مقد 
ولاغنى عنه . ولكن كثراً ما نضطر الى تفكىك الشرط الى اجزائشه 
( الجزءان 1 ٠‏ 11 في امثلة التفكيك والربط ۷ ٠‏ ۸ ) . وهنا نجد ان كل واحد 
من اجزاء الشرط بسمى ايضا شر طا . وهذا خموض بورطنا احباتا و یکن تجنبه 
بسمولة اذا ادخلنا اما تقنىا لاجزاء الشرط الكلي كأن نسمما « اركانا » . 

٣‏ - المفروض : المفروض جزء اساسي من النظريات الرياضبة المألوفة 
( انظر « مسائل الاحاد » و « مسائل الاثات » > ) ومذاالمعنى بكورنت 
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اأصطلح واضحاً لا بأس به . ولكن كل جزء من الفروض يسمى أحياناً 
بان نسمي اجزاء امفروض « اركانه » ملا . ( قارن ملاحظتنا عن« الشرط»› )۰ 


> الاجزاء الرئيسية لامسألة : عرفنا هذه في « مسائل الاتحاد»› 
و « مسائل الاثىات » ٠۳“‏ ) . 


ه « مسال الاياد » و « مسائل الاثبات » مصطلحان رابنا ادخام) 
بدل مصطلحين تاريخين أفسدها الاستعال الحديث . فقدعا جرى الناس على 
استعمال اللفظين « مسألة » و « قضة » . ثم ان الكتب المدرسىة التقلىدية 
تستعمل لذلك خلبطا من الفاظ عدة مثل تمربن وسؤال ومسألة وعملىة ونظرية 
وهذہ کلہا قد تغيرت معانبا في الاصطلاح الرياضي الحديث ما رر لنا ادخال 


اسمین جدیدین . 


٦‏ - التفكير الطردي ؛ استعمل هذا المصطلح عدة كتلاب بعاني شى 
واستعمله کتاب ممعنى و التر كب » ( انظر ٩‏ ) ولاستعماله هذا المعنى الأخير 
ما يۇيده الا أننا تجنبناه هنا . 

۷ - التفكير العكسي ء٠‏ استعمله بعض الكتاب بعنى التحلبل ( انظر ٠١‏ 
> ) . وهذا استعمال له ما بژیده ولکننا تحندناه . 

۸ -الحل + هذا مصطلح واضح تام الوضوح معنا الرياضي البحت . فهو 
يعني اي شيء بحقتى الشرط في مسألة الاجاد . وهكذا بكون حلا المعادلة 
س٣ ٣‏ س + ٣‏ = ه ها جذراها اي العددان ١‏ » ۲ . ولكن الكلمة مها 
معاني اخرى غير رياضية يستعملما الرياضبون مع معناها الرياضي . في قد تعني 
« طريقة حل المسألة » او « الخطوات التي تعمل للها » ولذا نتكلم احبانا عن 
« الحل الصعب » مثلا وهي قد تعني النتبجة الى حصلنا علما من حل المسألة 
فنقول احانا : « حل جمسل » . فاذا اتفتى أننا تكلمنا في حل واحدة عن 
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جواب المسألة وطريقة حلمأ ونتيجة الحل فسمناها هذه كلا بأسم وأحد فلا 
عكن ان تكون جملتنا واضحة تام الوضوح . 

٩‏ القركيب + هذا مصطلح عرفه بابس تعريفاً جسدداً ويستحتى البقاء 
ولکننا تجنیناه في ڪتابنا هذا لمل السبب الذي من احله تحننا نظیره 
« التحلىل » ( انظر ١‏ ) . 


مع الامثال 


ان حل المسائل جزء اساسي من نشاطنا الذهني . بل ان القط الا كبر من 
تفكيرنا الواعي يتعلق محل المسائل > فافكارنا دانم تستهدف غاية ما٤‏ ونحن 
داعا نىحث عن أمر ما » او في أمر ما“ اي نحل مسألة »> الا عندما يسرح 
زبدة هذه التعلمقات . ففي كل لغة حشد من أمثال تصور بشكل رائم الاجراء 
النموذجي الذي يتبع في حل المسائل والمبادىء الفطرية التي يشتمل علبما والحيل 
المألوفة التى نحتال بها على المسائل والاخطاء الشائعة التى نرتكىما سوا أو جلا . 
وني هذه الامثال ملاحظات لبقة > واخری حادقة وان تکن تخلو من نظام 
عامي يصفيما من التضارب والغموض . 

فهناك امثال تتناقض وامثال تحتمل معاني متماينة .. فمن السخف ان نتخذ 
الامثال شواهد موثوقة نقبلما على علاتا > ولكن جدير بنا ألا نمل ما فيم من 
وصف وتثيل للاجراءات المورستيكبة . 

وقد بكون من الممتع ان نجمع ونبوب الامثال التي تتعلق برسم الجطة 
وتهس الوسائل وتخير الاسباب لحل المسائل . ولكننا لا نستطيع أن تفسح ها 
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هأهنا الأ جال ضةا عدودا تسرد فيه بعص الامثشال التي تتعلى بالتقسمات 
الرئيسبة لاحل الى بيناها في الثبت وشرحناها في القسمان )" > £ ¶ وسواهاة 


١‏ - اولى خطوات الحلهي ان نفمم المسألة . والمئل يقول : لا ترف قبل 
ان تعرف ٠‏ اذا ساء الفهم ساء الجواب > اساء فمما فأساء اجابة . وعلينا ان نرى 
بوضوح الغاية التي نعمل من اجلما : فكر في النہاية قبل البداية > والاعمال 
مخواتيمما . ولكن بعض الناس لا يأهون بذلك > و كثير منهم من ينصرفون الى 
الحل قبل ان يفمموا الفهم اللائق ما يطلب منهم ان يعملوا او يثبتوا وفي 

تقول الامثال : الا حمق رنظر الى اول الطريق والماقل ينظر الى آخرها . 
کک المدف واضحا في اذهاننا فقد ذ نشت عن السألة وقد نضعما : 
والماقل يبدأ حيث ينهي وال جاهل ينتهي حيث يبدا . 

وليس يكفي ان نفهم المسألة بل ينبغي ايضا أن نجد الرغبة في حلما. 
وليس من امل في حل مسألة صعبة ان أي تتوفر الرغبة في ذلك فان هي توفرت 
فالأمل قريب : ومن جد وجد ؟ عارك جد أو دع . 

۲ - ووضع الخطة وادراك فكرة الحل اهم الخطوات . والفكرة النيرة 
قد تتكون ضربة حظ > او الاما من الله > ولكن يشىغى أن نكون اهلا ها : 
اظ اوه اله ومز هه وتان الا ك واد ارادا ارا قات 
بالتؤدة . فان فشلت مرة فحرب مرات . فالشجرة لا تقطم بضربة واحدة . 
ولكن التكرار على علاته لايكفي ان ل نغير وسائله ونعدل طرقه : فكل قناة 

> وكل الطرق تؤدي الى الطاحون “ وان ضاع مفتاحك فحرب سائر 
المفاتىح . 


وعلىنا ان نعدل طرقنا حسب الظروف : انشر شراعك في مهب الريح ؛ 
أجر الآمور على اذلا ها ؛ على قدر فراشك مد رجليك ؛ انل یکن ما ترد 
فأرد ما بكون . واذا أخفقت معك طريقة فعلىك بطربقة اخرى : فالعاقل 
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تجربة الى تجربة دون تقدم فمناك الامثال الساخرة : أساثر البوم وقد زال‎ 
الظهر ؟ حلي واربطي والنہار طويل . وقد نتحنب اخطاء کثيرة اذا رڪزنا‎ 
ونحن نقدح الذهن لنستخلص شيئًا يفيدنا ولكنا قد نقع على هذا الشيء فلا‎ 
وقد لا بكون الخسير اكثر معرفة من قلسل الخبرة ولكلنه اقدر على‎ ٤ نتنبه له‎ 
الاستفادة ما يعرف . وفي الامثال اوصاف عدة للعاقل : فهو حول التراب ذها‎ 
وهو يعرف من اين تؤكل الكتف وهو يقل الحز ويصيب المفصل وان هبت‎ 
رباحه يغتنما “> وهو تمل الفرص . والامور تتشابه مقبلة ولا يعرفما الا ذو‎ 
. الرأي فاذا اديرت يعرفما الجاهل كا يعرفما العاقل‎ 

۴ - ويتبغي ان نبدأً بتنفيذ خطتنا عندما تنضج الخطة لاقمل ذلك 
فالعجلة من الشطان ؛ ورب عجلة تهب ريثا > وفى العجة الندامة وقي التأني 
السلامة . انظر قبل ان تظفر ›“ واعم حبث تضع ثقتك . 

E 

على المرء أن يسعى وبنذل جهده ولیس عله ُت تتم المقاصد 

واعقل وتوکل . 

وعلبنا أن نزن الامور يزان العقل لا هوى النفس ومن هنا جاء تحذير 
الاجيال من الخطا الشائع : النفس تصدق ما تشتهي . 

وعندما نرسم الخطة انما نضع خطوطما العامة “ اما التفاصل قبفبغي أت 
نتأ كد انا تتخذ مواضعما المناسبة في خطتنا العامة ومن ثم نتناوها واحدة بعد 
الاخرى والأمثال ها في هذا ايضا حديث : رويداً رودا » الطفرة عال > 
أتبع الفرس لجامما والدلو رشاءها . 


1۸ 


الرقق مسن والأاة سطادة فأستأن في رفت تلاق نجاحأً 

وعند تنفيذ الخطة نرتب خطواا ترتيبا مناسبا هو على الغالب على عكس 
الترتيب الذي به ابتكرناها وفي ذلك يقول المثل : يتتهي الجاهل حبث يبداً 
العاقل . 

۽ - ومراجمة الجل بعد الفراغ منه مرحلة هامة عظبمة الفائدة : والماقل 
من فکر مرتان . 

وحبةا نعبد النظر في الحل فقد تجد شيا جديداً يؤيد نتبجتنا فبرهانان خير 
من واحد ؛› ومرساتان ادعی للامان . 

ه - ولیس هذا کل ما فی الامثال ولکنه قد بكون صفوة ماتعلق في 
موضوعنا منما . وة نواح اخرى للحل ذات نظام معقد و کان حاذقی وهذه 
قل ان تتناو ها حكة الامثال . 

ولوصف هذه النواحي المعقدة وضعنا جبارات نحا كي بها لغة الامثال والىك 
بعضا من هذه العارات : 

الغابة توحي بالواسطة . 

صديقاتك الس هي ماذا ولاذا ومتى وان و كف . فاذا شئت المشورة فسل 
ماذا وسل لاذا وسل متی وسل ابن وسل کىف > ولا تسل سواها . 

لا تسلم بشيء »> ولكن ضع شكك في موضم الك . 

اذا عثرت بالفطر او عثرت بفكرة فانظر حوالىك فالفطر والفكر ينموان 
ماعات . 


المقابلة ضرب من التشابه . فالشثان المتشاہان يتفقان من بعض الوحوه . 


Ab 


الان المتقابلان يتفقان من حىث تشابه علافات معىنة بين اجزام) المتناظرة . 
١‏ - فالمستطىل يقابل متؤازي المستطبلاتلأن العلاقات بين اضلاعالمستطنل 
تشبه العلاقات بين وجوه متوازي المستطىلات : 
كل ضلع في المستطبل بوازي ضلعا خر فىه ويعامد الضلعين الباقبان . 
وکل وحه ق متوازي المستطلات بوازي وجا آخر فته ويعامد الوجوه 


الىاقسة 


اذا اعتبرنا ضلع المستطبل « حداً » من حدوده ووجه متوازي المستطبلات 
حدآ من حدوده يكن ان نضم الفكرتين السابقتين في واحدة شاملة هي ان كل 
حد فېا يوازي حداً خر ویعامد الحدودالباقىة . 

وهذا تعر عن العلاقات المشتركه بين الششن اللذن‌قارناهما: اضلاع الستطىل 
ووجوه متوازي المستطملات . والمقابلة بين هذبن الشيئين قَامُة من جراء هذه 
العلاقات. المشتركة . 

۲ - والمقابلة تسطر على كل تفكيرنا سواء في احاديثنا البوممة واستنتاجاتنا 
العابرة او في تعبيراتنا التقنسة ونتاجنا العلمي الرصين في اعلى مراتمه . ونحن 
نستعمل المقابلة على مستوبات محتلفة . فالناس عادة ستعملون مقابلات غامضة 
فما التباس > ناقصة يعوزها التوضبح . ولكن المتابلة قد ترتفع الى مستوى 
الدقة الرباضىة . وكل ضروب المقابلة قد تلعب دوراً في اكتشاف الحل فمنبغي 
الا نستهين باي ضرب منہا . 

۳ وبجدر أن نسعد اذا نحن في سيل حل مسألة من المسائل عثرنا على 
مسألة اسل تقابلما . ففي القسم 0 ١‏ كانت مسأالتنا الاصلببة تتعلى بقطر 
متوازي المستطسلات وعندما وجنا تفكرنا الى المسألة السملة التى تقابلا › 
SS EON ET Ea‏ 
آخر من هذا النوع . فلىكن المطلوب ان نحل المسألة التالية :: 
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أوجد مر كز ثقل المرم الثلائي المتجانس . 

بدون معرفة لحساب التكامل وبدون المعرفة الكافنة في عل القيزياء لا نسہل 
حل هذه المسألة التي كانت تعتين مسألة عاسىة شائكة في عصري ارخمىسدس 
وجلبلىو . ولكن قد لما باقل ما يكن من مقدمات عامىة اذا نحن عثرنا على 
مسألة سهلة تقابلما . وهنا تىدو للذهن بصورة طبمعبة نظيرة هذه المسألة في 
اهندسة المستوية : 


اوجد مر كز ثقل المثلث المتجانس . 
فعندنا الآن مسالتان لا واحدة . ولكن حل مسألتين قد بكون ال من 
واحدة اذا استطعنا أن ربط بينها بقطنة . 


۽ ولندع جانا » الى حين > المسألة الاصلبة عن الهرم الثلاڻي »> ولنر كز 
تفكيرنا في المسألة السمل التي تقابلما > مسألة المملث : فلكي نحلما بحب اث 
نعرف شيئًا عن مرا كز الثقل والمنداً التالي مقىول عقلا “> وهو بنحدر الى الذهن 

اذا كان لدينا موعة من الكتل وكانت مرا كز اثقاها في مستو واحد فر كز 
ثقل الحموعة كلما بقع في هذا المستوى نقسه . 

وهذا المبداً فيه كل ما نحتاج البه في حالة 
المثلث فو اول بقضي بان مر كز ثقل المثلث في [Fi‏ 
مستوى المثلث نفسه . شم اذا نحن اعتبرنا المئلث 


E TE ٤ 
٠١ ثقل كل شر عة ( کل متوازي اضلاع ) هو کا کل‎ 


موعة شعيرات ( شرائح دقىةة > متوازيات 


اضلاع متناهمة الدقة ) توازي احد اضلاع 


لامخفى منتصفه > وكل هذه المنتصفات تقع على الط الذي يصل الرأس ج بالنقطة 
م منتصف أ ب . ( انظر الشكل ۲٠‏ ) . 

فكل مستو يمر بالمستقم المنوسط ج م بحوي مراكز اثقال الشعيرات التي 
يشتمل علا المثلٹ وهذا يفضي الى القول بان مر كز ثقل المثلث كله يقم على 
هذا المستقم المتوسط . فو بالمثل بجحب ان بقع على كل من المستقمين المتوسطين 
الآخربين فلا بد اذن الا أن يكون نقطة تقاطم المستقمات المتوسطة الثلاثة . 

ويستحسن ان ندلل الآن بالمندسة المحردة > مستقلة عن اي اعتبار 
ممكانىكي » على ان المستقمات المنوسطة الثلاثة تلتقي في نقطة واحدة . 

ه - اما وقد حللنا مسألة المثلث فقد سهلت مسألة الحرم الثلائي . فالمسألة 
التي حللناها تقابل المسأالة الجديدة ومحلما حصلنا على نموذج نحتذيه . 

ففي الل السابتى الذي سنحتذيه اعتبرنا اثلث أ ب ج عموعة شعيرات 
توازي ضلعه أ ب فلنعتبر المرم الثلائي أ ب ج د بموعة شعيرات توازي 
حافته أ بپ . 

ا E SL‏ مستقے وأحد هو | مستقے المتوسط 
الذي يصل بين م » منتصف أ ب ٠“‏ والرأس المقابل له » ج . و كذلك منتصفات 
الشعيرات التي يتكون منما الهرم تقع كلا في مستو واحد هو الواصل بين م 
منتصف أ ب وين الحافة المقابلة < د ( انظر شكل ۲٠‏ ) . 
ثقله فهي اذن تتلاقى ني نقطة هي بالضبط مركز ثقل المثلث . وفي حالة المرم 
الثلائي نجد ستة مستويات متوسطة مثل م ج د يصل كل منها بين حافة من 
حافاته ومنتصف الحافة المقابلة ها وعلى كل منما يقع مر كز ثقل المرم . فذه 
المستوبات الستة تتلاقى اذن في نقطة واحدة هي بالفبط مر كز ثقل الهرم . 
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٠‏ - اذن فقد حللنا مسألة مركز ثقل افرم الثلائي المتجانس . ولكي نكل 
الحل نحد من المستحسن ان ندلل الآن باهندبة المحضة مجردة من الاعتىارات 
المىكانىكىة ان المستويات الستة المذ كورة تتلاقى في نقطة واحدة . 


وعندما حللنا مسألة مر كز ثقل المثلث المتحانس رأينا ان من المستحسن ان 
ندلل » تكملة للحل »› على انالمستقمات المتوسطة الثلاثة تلتقي ف نقطة واحدة» 
فجاي متنا مسألة تقابل المسألة التي امامنا الآن ولكنما تبدو اسل . 

فہنا ايضا نستطیع › اذا شئنا ان ف 
نحل مسألة الهرم الثلائي » ان نستعمل 
المسألة السملة التي تقابلما مسألة المثلك 
( وسنعتبرها هنا محلولة ) . فنحن في 
الواقع اذا نظرنا الى المستويات المتوسطة 
الثلاثة التي تعر بال حافات د 4 ت 
د ح٤‏ المنتدئة من‌الراس د نحد کا“ منہا 
عرايضا منتصف الحافة المقابلة(فالمتوىي .ف ۴ 
المتوسط الدي بر بالحافة د ج ير ايضا بالنقطة م ( انظر شکل ۲۹ ) 

اذن فمذه المستويات المتوسطة الثلاثة تقطم مستوی ا ثلث أ ب ج في مستقماته 
المتوءرطة الثلاثة . 

وهذه تتلاقى في نقطة واحدة ( حسب نتيجة المسألة المطابقة السہلة ) فده 
النقطة مثل د نقطة مشتركة بين المستويات المتوسطة الثلاثة . فالمستقم الواصل بين 
النقطتين بكون اذا مشتر كا بين هذه المستويات . 

فقد برهنا اذن على ان ثلاثة من المستوبات المتوسطة الستة وهي الثلاثة التي 
تقر في د > تشترك في خط مستقم واحد . والقول نفسه يصدق االماثلة على 
المستويات المتوسطة الثلاثة التى تر في أ > و كذلك الثلاثة الت تمر في ب > و كذلك 
لثلائة التي تمر في ج . فاذا ريطنا هذه الحقائق ربطا مثاسباً نستطيم ان ثثبت 
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EES SS‏ التي 
تقاط متو 
آخر من المستويات المتوسطة ) . ۷ - في كل من ه ؛ ٦‏ اردنا ان نحل مسأالة 
عن ارم الثلاثي فلجاًنا الى-حل مسألة مقابلة سهلة عن المثلث . والمحالتان تختلفان 
ك E‏ و خطوة 
وحن اسياتا قد ثأخذ السالة القابلة السيلة فاستممل طريقتما e‏ 
ومشالنا السابق يصع مثا على ذلك اذا اعتبرة امسالین في ہ ١ ٤‏ فرعن من 
مال اة 

وهو مثال نغوذجي . فلكي نحل مسالة ما بعكن ان نحل مسالة اسل تقابلما 
ثم نستعمل طريقة الحل او نتىجته او كلما . بيد اتنا في الحالات الصعبة قد نجابه 
مشا كل لم تبرز لنا في هذا المثال . وقد يصدف خاصة ان حل المسألة المقابلة لا 
يودي مباشرة الى حل المسألة الاصلىة . 

وهنا قد يستدعي الامر ان نعيد النظر في الحل فنغيره أو نعداله حت اذا 
نحن جربنا اشكالاً عدة له قد نقع على شكل يودي الى حل المسألة الاصلية . 

۸ - ومن المستحب ان نتنباً عن النقىجة او بعض ملاعا على الأقل » على 
اساس يقبله العقل . وهذه التنىؤات المعقولة تعتمد على المقابلة . 

مثلاً “ قد نعرف ان مر كز ثقل المثلث المتجانس يطابق مركز ثقل رؤوسه 
الثلاثة (أي مر كز ثقل ثلاث كتل متساوية موضوعة عند رؤوسه) . فاذا عرفنا 
ذلك نستطيع ان نقدر ان مر كز ثقل ارم الثلاثي یطابق مر كز ثقل رؤوسه 
الأريعة . 


وهذا التقدير استدلال مقاب اة فنحن اذ نعرف ان المثلث والمرم الثلاڻي 
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یتفقان فی کشر من الوجوه نقدر انپا قد "نتفقان ايضا في وجه آخر جدید . 
ومن المت ان نعتبر ان هذا التقدير “ وان يكن مقبولاً عقلاً »> حقىقة م كدة. 
ولكن حقا ايضا › قا كبر > ان نتغاضى عن هذا التقدبر المعقول . 

ويمدو ان الاستدلال بالمقابلة اعم انواع استنتاجاتنا ولعله ابضا في مقدمة 
الانواع الجوهرية منہا . انه يفضي الى تقدبرات معقولة الى حد ماوهذه قد 
تحاربه على الجحىوانات ليستدل منہا على تأثير ادويته على الانسان اغا محصل على 
استنتاجاته بالمقابلة . ولكن بالمقابلة ايضا حصل طفل صغير أعرفه على 
النتبجة التالىة عندما أرادوا اخذ كلبه الذي ححبه الى السطري فسأل الطفل : 

« من هو البيطري ؟ » 

و طبیب الحسوانات »> . 

واي حنوان هو طبیب الحوانات ؟ » 

٩‏ - وعندما تكون المقابلة بين الشيئين من عدة وجوه يكون الاستنتاج 
اقوى ما لو كانت هذه المقابلة من وجوه قلبلة . ولكن هنا ايضا نجد النوع خيراً 
من الكسة فالمقابلات القاطعة الجلىة كبر وزنا من التشامات الشاحبة» والحالات 
المرتبة ترتدىا منظما اعلى قدرآً من الحالات احشودة بلا نظام . 

ففما سبتى (۸) توصلنا الى تقدبر عن مركز ثقل ارم الثلاثي “ وهذا التقدير 
يستند الى المقابلة فحالة الهرم الثلاثي تقابل حالة المئلكث . ونحن نستطبع ان 
تزيد تقدبرنا قوة . اذا نظرنا حالة اخرى مقابلة ؛ حالة العصا المتجافسة ( اي 
قطعة خط مستقم ذات كثافة ثابتة ) . فالمقابلة بين : 

الةطعة الث ارم الثلاثي ها عدة وجوه . فالقطعة قى خط 
مستقم »> والمئلكث في مستو > واهرم الثلاثي في. الفضاء . وقطعة الخط. المستقم 


Yo (1٥) 


والملث له ثلاثة حدود لا أبعاد ما وثلاثة احادية الابعاد ( ثلاثة رؤوس 
والمرم الثلاثي له اربعة حدود لا أبعاد ها وستة احاديةالابعاد واربعة ثنائية 
الابعاد ( ) رووس ؛ ‏ حافات › 4 وحوه ) وباطنه ذو ثلاثة ايعاد . 
وهذه الارقام يضما الجدول التالي والاعمدة الرأسىة فته هي على التوالي 
للابعاد ۰ ۰ ۱ » ۲ ۳٠‏ والصفوف الافقبة فه هي على التوالي للقطعة والمثلث 
2F‏ 
E. <F‏ 
{N ¢‏ 1 


فإ لمامة يبسبطة بقوى ذات الحدين تكفي لترينا اننا هنا امام مقطع من مثلث 
بسكال . ادن فقد عثرنا على نظام رائم ينتظم القطعة والمئلث واهرم الثلاثي . 

٠١‏ - وعندما نجد ان الاشباء الي نقارن بنہا تترارط ترابطا وثة بصر 
الاستدلال بالمقابلة ذا وزن عندنا كا في الخال التالي : 

مر كز ثقل العصا المتجانسة يطابى مر كز ثقل طرفما » ومر كز ثقل المثلكث 
التجانس يطابتى مر كز رؤوسه الثلاثة : افلا تقوم الشبهة في ان مر كز ثقل ارم 
المتحانس بطابى مر كز ثقل رؤوسه الاربعة ؟ أمر آخر مركز العصا المتحانسة 
يقسم المسافة بين طرفيما بنسبة ١ : ١‏ ومر كز ثقل اثلث المتجانس يقسم المسافة 
بين الرس ومنتصف القاعدة المقابلة له بنسبة؟ : ١‏ أفلا تقوم الشبهة في انمر كز 


۲۲٢ 


ثقل الحرم الثلائي المتجانس يقسم المسافة بين اي رأس والوجه المقابل له 
بنسبة ٠:۳‏ ؟ 

يبدو ان من الامور البعيدة الاحتال ان تكون التقدبرات‌السابقةخاطئة وان 
ينفرط هذا العقد المنضد الجيل. وان شعور المكتشف بان النظام املف البسط 
لا یکون خداعا کثيراً ما بكون دلبل وهذا ما يعنبه المثل اللاتني ×عامصذ؟ 
Veri‏ umلSigi‏ ( الساطة خاعة الحقىقة ) . 

وما تقدم يوحي بد بساط البحث الى ابعاد اذ يبدو من غير الحتمل ان ما 
بصدى على الابعاد.الثلاثة الأول حنث ن = ۱ ۲۲ ) ۳ لا بصدى فما وراء ذلك. 
وهذا التقدبر « استدلال با لمقابلة » ومنه بظمر ان الا ستقراء مني دشکل طعي 
على المقابلة . ( انظر مادة : الاستقراء والاستقراء الرياضي ) 

١‏ - ننهي هذه المادة باشارة موجزة الى اهم الحالات التي ترتفع فبا المقابلة 

(1) - عندما تكون المجموعتان الرياضتان + »> ج مترابطتين بحيث ان 
العناصر في المحموعة < . 

وهذا النوع من المقابلة بين + › ج مله ما رأيناه في ١‏ . خذ مثلاً ج اضلاع 
n E‏ 
تناظر وأحدة لوا حدة أي‌انه ادا کانت AE‏ بان ا احدی الخموسان 
فان هذه العلاقة نفسما تكون بين عناصر الحموعة الاخرى . ومثل هذه الصلة 
بين مموعتين مقابلة دققة جداً وتسمى الايسومورفبة ( صونطمإمصهء1 ) (تشابه 
التكوبن ( أو الابسومورفىة الكاة lلg (Holohedral ) og‏ . 

( 111 ) - عندما کون بين عناصر بموعتین ج ٤‏ ج ٤‏ من حبث علاقات 


¥ 


هعبنة تناظر واحدة - لكشرة ومثل هذه الصلة ( وهي ذات اة في کثر من" 
ا یات ا ا ا ف و و او عا ان اه 
بالتقصل می الأيسومورفسة الجزئة !لو gl ( Merolıedral ) og‏ 
ا لهومومورفبة وربا كان اولى ان تسمى امومىومورفضة . ويمكن أن تعتهر هذه 
نوعا آخر من المقابلة الدقىقة لاغاية . 


هي نظرية تنتج مباشرة من نظرية اخرى تم اثباجا . واسم نتبجة النظرية 
بالانجلىزية ) Corollary‏ ( وهي كامة من اصل لاتىني تر جمتہا الحرفىة م صدقة » 


a, 


أو « بقشدش » . 
النظرية المساعدة 
هذا نوع من النظريات المسأاعدة . 


فاذا كنا نىحث عن برهان لنظرية ماء أ »> وادّى بناالىحث الى نظرية 
اخری › ب > ووجدتا انه اذا کانت بپ صحبحة فقد نستطیع بالاعټ‌اد علا ان 
نبرهن على أ > فبالإمكان ان نسل بصحة ب موقت ونۇجل اثبا ڄا وغضي في 
اثبات أ معتمدبن على ب كنظرية مساعدة . 
هذه مسألة ذات صلة مسألتك وقد حللتها من قبل 

هنا دشرى سارة . فالمسألة التى ترتمط مسألتنا الحاضرة والقق نعرف حالما 
شيء نرحب به حتما . ونحن نرحب ہا اکثر اذا كانت صلتہا بسألتنا الحاضرة 
وثبقة وحلما سبلا. وهناك احتال واسع في ان حلما سيساعدنا على حل مسالتنا 
الى اماما . 


هذا الوضع الذي ندرسه الآن وضع نموذجي هام. ولكي نقدر اهمته لنقارنه 
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بوضعنا عتما عل معا مساعدة. فقي کلا الحالتن کون هدفنا ان نحل مسأل 
ما أ فمن اجل ذلك نستجلب ونحل مسألة اخرى ب أملا فى ان نحصل من ذلك 
على ما يساعدنا في حل أ . والفرق بين ال حالتين يأتي من موقفنا تجاه ب . فهنا 
تذ كرنا مسألة قدية > ب نعرف حلما ولكن لا نعرف بعد كف نفد منه . 
زا ا د ی وغ ف ر( ار كل لاقل رلا 
م كداً اننا نعرف ) كيف نفد منها > ولكن لا نعرف بعد كف تحلها . 
فموقفنا تحاه ب هو الفاری بين الوضعين »> وعندما ينجلي موقفنا هذا يستوي 
الوضعان ونستطبع ان بجني الفائدة المرجوة من ب › فنستعمل نتيجتمه ا او 
طريقتما ( ) بينا في المادة : المسالة المساعدة > ۳ ) واذا حالفنا الحظ فنحن 
نستعمل النتىجة والطريقة معا . وقي الحالة التي نبحثما هنا نعرف حل ب ولا 
نعرف کف نفد منه . وهنا باتي السؤال : هل عکنك ان تستفید منہا ؟ هل 
كنك ان تستفید من تتیجتما ؟ هل بمکنكان تستفید من‌طریقتما ؟ 

وقي محاولتنا ان نستخدم مسألة معروفة من قبل ما يقسد في فم المسألة 
الحالىة . فنحن اذ نحاول الربط بين المسألتين القدية والحديثة ندخل عناصر 
تناظر العناصر المامة في القدية . فاذا كانت المسألة ان تنجد الكرة التق تحط 
رم فلا معام وها مواق اهنةت المر اغ 6 فيحن افستيت نى الذهن 
ان قد حللنا من قبل مسألة في المندسة المستوية تقابل هذه المسألة وهي رسم 
دائرة تحبط يثلث معلوم . فعندها تتذ كر اننا في مسألة المندسة المستوية رسمنا 
الاعمدة المنصفة للاضلاع . 

اذن فالاأمر المعقول هنا ان ندخل في مسألتنا ما يقابل ذلك . وهذاقد 
يدي بنا الى ان ندخل في المسألة عناصر مساعدة جديدة aS‏ 
تامع اقات المر ر حصا ودا مل عا ان ل الال مقتفین خطی 
المسألة القدية . 


وهذا مثال نموذحى › فان استعادتنا لمسألة ذات صلة عسألتنا حلت مب و 
جي | : من قبل 
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يؤدي بنا إلى ادخال عناصر مساعدة في مسألتناا وهذا عكننا من استخدام 
المسألة القدة استخداما جديا فى حل المسألة الحالىة . وهذا ما نهدف اله 
عندما ننظر في امكانية الاستفادة من مسألة قدية فنلقي بالسؤال : هل يازم ان 
تستخدم عناصر جديدة کي كنك ان تستفد منہا ؟ 

هنا نظرية ذات صلة بنظرىتك وقد حلت من قىل . هذا شكل آخر لامادة 
التي نحشا هنا تجده مشرو حا فی القسم (٩‏ 


هل استعملت كل المعطيات ? 

عند حل المسألة نثير في ذا كرتنا حر كة ونشاطا > وهذا مجعل في ادراكنا 
لمسألة في نهايتما ما لم يكن فيه عند البدء (المادة:التقدم في العمل وانجازه .)٠١‏ 
فکیف اذا کنا ها الآن ؟ هل حصلنا على ما نريد ؟ هل فممناها الفہم اللائق ؟ 
هل استعملت كل المعطبات ? هل استعملت الشرط كله ؟ والسؤال الذي يناظر 
هذا فی « مسائل الاثىات » هو هل استعملت المفروض كله ؟ 

١‏ - وكمثال على ذلك نعود الى مسألة متوازي المستطبلات التي رأيناها في 
القتسم ۸ ( ومحشناها في الأقسام ۱۰ > ۱۲ >٠‏ ۱ › ۱0 ) . فرب طالب 
بقع على فكرة امجاد قطر الوجه : /" + ب " وبعد ذلك يقف فلا يتقدم . 
هذا اذا اسعفه المدرس بقوله. هل استعملت كل المعطات ؟ فقاما خفق في ملاحظة 
ان ۷" + ب" “› لا محتوي عل‌العنصر المعطی > › فبحاول ان يدخله في حسابه 
وبذا تتأاح له فرصة الوقوف وجما لوجه امام الفكرة الحاسمة ء فكرة المثلث‌القام 
الدي ساقاه ۷ + ب" > ج ووتره القطر المطلوب لتوازي ١‏ 2 لستطملات . 
( ولمزيد من الأمثلة انظر المادة : العناصر المساعدة > ۳ ) . 
المثال السابى» وهي تساعدنا ابضا في اكتشاف موطن الضعف ني فہمنا للمسالة > 


۳ 


مرسوم نسير عليه في تفتيشنا عن حل »> ثم بها تنجد فرصة كبيرة للعثور على 
الفكرة الحاسمة . 

- وهذه الاسئلة لا تنحصر فائدا فى بناء الطربقة ولكنما تضسد في 
تحقبقما ايضا . ولكي نجعل كلامنا اكثر تحديداً لنفترض أننا نريد تحقبق نظرية 
المفروض فسا ثلاثة عناصر كلها ضرورية كي تصح النظرية واذا سقط منما واحد 
اختلت النظرية ولم تصح . فاذا كان البرهان لا يأخذ بعين الاعتبار عنصراً ما 
من هذه العناصر فالرهان لا شك خاطىء . هل استعملت في برهانك كل 
المفروض ؟ هل استعملت العنصر الاول ؟ ابن استعملت العنصر الاول ؟ ابن 
استعملت العنصر الثاني ؟ الثالث ؟ ففي الاجابة عن هذه الاسئلة تحقمق البرهان› 
وهو تحقبق فعال خصب وهو ضروري لفېم الطريقة فما جيدا اذا كانت طويلة 
مثقلة . وهذا ما يعرفه « القارىء الذكى › . 

۳ س وهذه الاسئلة تستمدف التاً كد من ا كقال فممنا لامسألة > فقممنا بكون 
حتما ناقصا اذا نحن لم ندخل قي حسابنا ايا من العناصر الرئيسبة في المعطبات او 
الشرط او المفروض ؛ وهو يكون ايضا ناقصا اذا نحن لم ندرك المعنى المقصود من 
احد المصطلحات الجوهرية في المسألة . فلك نختبر فيمنا بحب ان نسأل ايضا : 
هل الخدت يمن الاعتتار كل المنادىء الرئيسة ى المزال # انظر مادة: 
التعريقات “ ۷ . 

۽ بيد ان ما تقدم حدر ان يؤخ محذر وقود . فتطسی ملاحظاتنا کا 
هي ينبغي ان بشترط فبه ان تكون المسائل « معقولة » و «مصوغة في قالب 
منقن » . 

فمسألة الامجاد تكون متقنة الصباغة ومعقولة اذا احتوت على كل المعطمات 
اللازمة بدون حشو لا بازم وان کون شر طا کاف] لا لغو فبه ولا تناقض. وني 
حل مسألة كہذه جب ان نستعمل بالطبع كل المعطمات وكل الشرط . 
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اما.« مسألة الاثىات » فموضوعما نظرية رياضىة فاذا كانت متقنة الصاعة 
معقولة كانت كل كامة في الممروض لازمة لاثبات المطلوب . وفي البرهنة على 
نظرية كہذه بجحب ان نستعمل بالطبع كل ما قي المفروض . 

والمسائل الرياضة الى نقابلما في الكتب المدرسة التقلىدية يفترض ان تكون 
نة الصناغة وممقوكة : ولكن لا جوز ان تيد عل ذلك لا فط اذا 
ساورتا ادنى شك فامامنا السؤال : هل بمكن ان بتحقتق الشرط ؟ وفى اوتنا 
الاجابة عن هذا السؤال أو ما يشبهه قد نقتنع ولو الى حد ان مسألتنا سلبمة کا 

والسؤال الذي جعلناه عذوان هذه المادة > وما برتنط به من اسئلة عكن بل 
حب ان تلقى بلا تعديل حبها نعرف ان المسألة الى امامنا معقولة ومتقنة 
الصاغة > أو نرى على الاقلان ليس ثة ما يدعو الى الظن بنا على خلافذلك. 

ه - وهناكمسائل غير رياضة بمكن اعتبارها من ناحىة ما « متقنةالصاغة» 
كمسألة سليمة في الشطرنج اذ يفترض ان ما حلا واحداً وان رقعة الشطرنج لا 
تحوي إلا القطم اللازمة للحل ... الخ . 

اما المسائل العملية فهي عادة بعبدة جدأ عن اتقان الصاغة وهي تحتاج الى 
مراجعة دقبقة للاسئلة التي ذ كرتاها هنا . 


هل تعرف صسآلة ذات صلة بمسألتك 

الو عا ان حل ا دة ا ل تال ل ج 
قبل ولا تتصل با بسبب . فاذا وجدت مسألة كهذه فليس ما حل . ونحن في 
الواقع عندما تحل مسألة نستفيد من مسائل سبقتما فنستعمل نتائجما أو طرقا 
ونفىد من الخبرة التي كتسبناها من حل المسائل . وغني عن البيان أن كل مسألة 
نفد منہا دشكل ما كائنا ما كان في حل مسألة امامنا بكون ها صل قريبة أو 
بعبدة بمسألتنا . وهنا منشا السوؤال : هل تعرف مسألة ذات صلة بمسألتك ؟ 
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ونحن لا نلقى فى العادة صعوبة في تذ كر مسائل سبق حلا ما يتصل بسألتنا 
الحاضرة » بل اننا على المكس نجد حشداً من هذه المسائل وتحد الصعوبة فى 
انختبار اصلحما لنا أي أوثقما صلة بمسألتنا . ۰ 

وهنا بحسن ان ننظر الى الجول أو ننظر في مسألة تتصل مسألتنا عنطريق 
التعمم أو التخصص أو المقابلة . 

والاسئلة التي يضما الثبت بهذا الصدد تستمدف اثارة الذا كرة واثارة المحركة 
في المعارف التي اكتسبناها ( المادة : التقدم في العمل وانجازه ١ ١‏ ) > ونتف 
معلوماتنا الرياضة الجوهرية ختزنة في ذا كرتنا على شا كلة نظريات سبق حلا . 
وهذا هو سبب السؤال : هل تعرف نظرية بعكن ان تفىدك ؟ 

وهو سؤال یناسب دشکل خاص « مسائل الاثبات » اي المسائل الى راد 
بها البرهنة على صحة شيء أو بطلانه . ۰ 
هل رآیتہامن قبل ? 

لا سعد ان نكون قد حللنا من قبل ذات المسألة التى امامنا الآن › او قد 
کو عا او E E‏ ا 
عنما . فلذا نتساءل : ھل رأیتہا من قبل ؟ ھل رأیتہا بشکل آخر ؟ حتی ان 
كان الجواب تفا فان السؤال يستشر في الذهن معلومات مفدة . 

والسؤال الذي جعلناه عنوان هذه المادة قد يستعمل فى كل مسألة . ففي 
سسسل الىبحث عن حل نحاول ان نستحضر في ذاكرتنا كل ما يتعلتى بالمسألة وان 
نثبر من معارفنا الكامنة كل ما يناسبما ( المادة : التقدم في العمل وانجازه ) . 
ونحن ل نعرف بعد اي معلوماتنا السابقة سبكون ذا شأن في الحل » فالاحتالات 
کثیرة ولا ينبغي ان نتغاضی عن اي منہا؛ واي عنصر من عناصر مسألتنا سق 
ان لعب دورآً في حل مسألة سابقة قد يلعب مثل هذا الدور قى حل المسألة 
الحالىة . فكل ما بتراءى لنا ان قد بكون ذا اة فى الحصول على الحل ينىغي 
ان ننظر › ما هو ٩‏ هل تالفه ؟ هل رأبناه من قبل ؟ ٠‏ 


۳ 


هل يمكن أن يتحقق الشرط ? 

هل الشرط كاف لتعبين امجہول ؟ ام هو لا يكفي ؟ ام فيه لغو ؟ ام فيه 
تناقض ؟ 

كشبرآً ما تقد هذه الاسئلة في المرحلة الاولى للحل حبث لا ننتظر جوابا 
و رو کی کل ا دت ا 
القسین ۱٩ ٤ A‏ . 


فقد ممنا ان نرى بعض ملامح النتيجة التي تعمل للحصول علسها ؛ لانه 
عندما يكون لدينا فكرة عن الحواب الذي نسعى اله نكون اقدر على تين 
السسل الذي نسلكه. ومن اهم ملامح المسألة عدد الاجوبة التي بعكن ان تكون 
ها »> وخير المسائل تلك الى يكون ها جواب واحد » حت لنسل احانا الى 
E E N a‏ 
الاساس هل مسألتنا معقولة ؟ اذا نحن استطعنا ان جب عن هذا السوال ولو 
تقدرا بزداد اهامنا بالمسألة وغضي في حلما على بصيرة . 

هل المسألة « معقولة » هذا سؤال يقد في البدء اذا امكن الاجابة عنه 
لسولة . 

اما اذا صعبت الاجابة فقد بكون الجهد فى الحصول علسما اكير من الفائدة 
التي نجنا منها . ويصدق هذا على السؤال : هل كن ان بتحققى الشرط ؟ 
وما برتبط به من اسئلة في الثبت . الا اننا اثبتناها لأن الاجابة عنما تكون 
احباناً سلة ومعقولة. فاذا كان الجواب صعبا أو غامضا فلا داعي للالاح فما. 


والاسئلة التالىة تناظطر هذه في « مسائل الاثىات » : هل محتمل ان تكون 
ا وج ا عا ٠‏ ر لف ده الي صن ما اة 
تشیر بوضوح الی اننا لا نتوقع منہا اکثر من تقدیر > من جواب موقت معقول . 
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هل بمكنك أن صل على النتيجة بطريقة الحرى ? 

عندما تنجد ان الحل الذي حصلنا عله طويل متشعب فمن الطبعي أف 
يذهب بنا الظن الى ان هنالك حلا أوضح واقصر . فل عكن ان تحصل على 
النتىجة بطريقة اخرى ؟ هل عمكنك ان تراها بلمحة ؟ 

حتی حبنا نوفق الى حل مرض فقد لن لنا ان نعثر على حل آخر . فنحن 
نرغب في اثبات اي نتىجة نظرية بطريقتين ک) نرغب في ادراك اي شيء عن 
طریی حاستین . وعندما نعثر على برهان نرغب في امحاد برهان آخر کا نرغب 
ان تامس الشيء بالمد عندما نراه بالعين . 

وبرهانان خير من واحد والمئل الاجليزي بقول : «مرساتان ادعى للامان ». 

١‏ - مثال : أوجد المساحة السطحة ح لقطعة المخروط القاثم على فرض ان 
نصف قطر القاعدة السفلىة نق وتصف قطر العلوية نى والارتفاع ع . 

هذه المسألة عكن ان تحلبعدة طرىفمثلا اذا عرفنا قانون المساحة السطحة 
لامخروط الكامل عكن ان نعتبر القطعة ما يبقى بعد اقتطاع مخروط صغير منه 
فمساحتما هي الفرق بين مساحتي الخروطين ويبقى الآن ان نعبر عن ذلك بدلالة 
نى > نى > ع ومن ذلك ينتج القانون : 

ح = ط ( نق + نی ) | ( تی نق ) "+ع" 

فاذا حصلنا على هذه النتىجة بطريقة ما وبعد عملبات جارية طويلة فقد 
نرغب في رؤيتما عن طريق حجة أوضح واقل التواء . هل عكنك ان تحجد 
النتىجة بطريقة اخرى ؟ هل عكنك ان تراها بامحة ؟ ولكى تراها بداهة قد 
نحاول ان نتفم المعاني المندسبة لأجزاما الختلفة . وهنا قد نلاحظ ان 
۷ ( تى نى ) "+ع هو طول الراسم والراسم هو طول كل من الضلعين غير 
المتوازيين في شبه المنحرف المتساوي الساقين الذي اذا دار حول حور يصل بين 
منتصفي الضلمعين المتوازيين برسم هذه القطعة . ( انظر شكل ۲۷ ) . 


e 


شم قد نلاحظ ان A e E‏ 
۲ 
وهذا هو المتوسط الحسابي حبطي..القاعدتبن > واذا اعدا النظر فيه نجد من 
E‏ 
۲ 

وهذا هو حط المقطعالمتوسط للقطعة ( والمقطم المتو سط نعني به مقطعالقطعة 
من مسنو بوازي قاعدما السفلىة والعلوية 
وبنصف ارتفاعما ) فعندما حصل على س 
هذه فاه الجديدة لاحزاء النتىحة 
تتىدی لنا فی ضوء جديد . فنحن الآن 
نستطيع ان نقرأً القانون بهذا الشكل: EES.‏ 
طول الراسم . مکل ۷> 

وهذا يذ كرنا بالقاعدة التالىة لابحاد مساحة شه المنحرف : 


ط ( نق + نق ) = + ط × 


المساحة = الخط المتوسط × الارتفاع . 

(الخط المتوسط في شمه المنحرفبوازي قاعدتمه المتوازيتين وينصف ارتفاعه) . 

وهنا تمدو لنا بداهة المقابلة بين القوانين > قانون قطعة الخروط وقانون شبه 
انحرف . 

ونرى بامحة النتىجة التي حصلنا علا لقطعة الخروط اي اننا نشعر ان قد 
شارفنا برهانا مباشراً قصير ا للنتىجة التي حصلنا علبما بعملىة طويلة . 

٣‏ - والمثال السابق نموذجي فنحن اذ لا نقنع بطريقتنا للحصول على النتسجة 
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تحاول ان نغیرها او تعد ھا٤‏ فندرسہا کی نزداد' ها فہم] او تری ها وجا جدیداً 
E E e E e E‏ 
معنی حدید ا غزء آخر . 

فقن | جرا الة رادا راخدا تقلت الظل فا عل وو شن 
قد نتوصل الى رؤیتہا كلها في ضوء جديد . وهذا الفم الجديد للنتيجة قد يوحي 
لنا برهان حدید . 

ولا ننكر ان هذا كله محتمل حدوثه لارباضي اجرب الذي يعالج مسألة 
عالىة دون المنتدىء وهو يصارع مسألة ابتدائىة . الا ان الرياضي بغزارة عامه 
اكثر عرضة لاقحام فيض من المعلومات ووضع خطة كثيرة التعقىد »> ولكنه 
مقابل ذلك اقدر من المىتدیء على تقدر المغاهم الجديدة لاجزاء النتىجة ثم جمع 
هذه المغاهم بشكل يودي الى وضم النتىجة كلما بصورة جديدة . 

ومع ذلك فقد محدث حتى في الفصول الابتدائية جداً ان يأتي الطلاب حاول 
كثبرة التعقمد . فعندها ينبغي على المدرس أن ينان ولو مرة او مرتين کف 
عكن ان تحل المسألة بطريق اقصر و كف يكن ان يبحث في النتىجة ذاتها عن 
دلائل حل قصیر . 

انظر ابضا المادة : طريقة الخلف وطريقة البرهان غير المماشر . 
هل يمكنك ان تحقق النتيجة ? 

هل عكنك ان تحقى الطريقة ؟ 

ان الجواب الجيد عن هذبن السؤالين بزيد قتنا في الحل ويعمل على تر كيز 
معلوماتنا . 

١‏ - يكن ‌اختبار النتائج الرقمىة لامسائل الحسابىة بقارنتما بالحقائى المألوفة 
او ډہقد ر مده الحقائی مبي على الادراك الفطري فېذه السائل تىجم عن الحاحة 


YY 


هذه الحقائى امر لا جوز اهاله . ومع ذلك فكل مدرس يعرف ان الطلبة قد 
يعطون نتائج لا يقبلما العقل . ومنہم من لا بہتز ابداً اذا جاء جوابه عن طول 
القارب ٠٣۱۳۰‏ قدما وعن عمر القمطان ۸ سنوات وشهرين في مسألة يذ كر فما 
ان هذا القبطان حفبداً وهذا الاهمال في مراعاة الامور الظاهرة ليس بالضرورة 
بلادة وانغا هو عدم اكتراث بالمسائل المصطنمة . 

٣‏ - والمسائل الحرفة اكثر صموداً للاختبارات الشائقة من المسائل العددية 
( القسم ي ١‏ ) . والبك مثالا جديداً : لنأخذ قطمة هرم مربم القاعدة . فاذا 
كان ضلم القاعدة السفلية أ وضلع القاعدة العلوية ب وارتفاع القطمة ع ٠‏ فان 


نجد ان الحجم ك : 


أ" +أپ+ ت 
ج ر e‏ 
۳ ح 


وقد نختبر هذه النتىجة بالتخصبص > فاذا جعلنا | = ب فالقطعة تصبح 


مورا والغارن بصبح کے وقد نخترها مىدا الوحدات ؛ فالقانون بعطى 
E CE‏ : 
مكعب الطول فى كل من الطرفين . وقد نختبرها بتغير المعطمات ؛ فنا تنجد انه 
اذا زاد أي من أ ٠‏ ب > ع فقمة العبارة تزداد . 
ومثل هذه الاختبارات لا تنحصر في النتىجة النهائىة بل عكن تطسقهما على 
النتائج المتوسطة وهي دات فائدة تستازم الاستعداد لها . انظر ا : تغىر 
المسألة ۽ وعكن‌استعال هذه الاختمارات في المسائلالرقسة بتعميمما أي تحويلما 
الى مسائل حرفية . انظر مادة : التعمم ٣‏ . 
٣‏ - هل عكن ان تحقى الطريقة ؟ عند تحقىى طريقة الحل خطوة خطوة 
ينبغي ان نتجنب التكرار فالتكرار قد بصير ملا غير مجد مشتتا للانتباه . ثم 
ان الخطا الذي نرتكىه مرة قد ترتكبه ثانىة تحت نفس الظروف فاذا نحن وجدنا 
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ان اللازم ان نراجم طريقة الحل خطوة خطوة فينبغي ان نغير على الاقل ترتيب 
الخطوات ٠‏ او موعاا كما بكون هناك شيء من التغنبر . 

؛- ولكن الارهاق يقل والاهقام بزداد اذا نحن بدأنا مراجعة اضعف نقاط 
ا لمحل ومن الاسئلة المهندة في اختبار النقاط التي مجحب فحصها السؤال : هل 
استعملت كل المعطات ؟ 

ه - ومن الواضح ان معرفتنا الرياضية لا عكن ان تبنى كلها على البراهين 
الشكلة . فأقوى نواحي معرفتنا البومبة هي التي تكون باستمرار عرضة 
للاختبار والتأييد من قبل تجاربنا اليومية . 
وهذه الاختبارات تتخذ شكل التحارب الدقىقة والقىاسات وهي قي مبدان عل 
الفيزياء يشفعا التفكير الرياضي . 

فل يكن ان نبني معرفتنا الرياضبة على البراهين الشكلية وحدها ؟ 

هذا سؤال فلسفي لا عمكن مناقشته هنا . ولكن المؤ كدان معرفتك 
واذا كان مُة معرفة قوية البنىان فلا شك انا قامُة على اساس تحريبى عريض > 
وهذا الاساس بزداد عرضا كاما صمدت مسألة من المسائل التي لما للاختبار . 
هل يمكنك ان تستعمل النتيجة ? 

عندما نعثر بنفسنا على حل لامسألة فذلك اكتشاف . واذا كانت المسألة غير 
صعبة فالا كتشاف غير ذي شأن عظم » ولكنه اكتشاف على كل حال . واذا 
نحن اکتشفنا شیئًا ما یکن متواضعا فحري بنا ان نتلمس ما عسی ان کون 
وراءه والا تفوتنا الامكانىات التي تحملما النتىجة الحديدة والا نتردد في استعال 
طريقة الحل مرة اخرى . استغل نجاحك !هل عكنك ان تستعمل النتىجة 
او الطريقة قي حل مسألة اخرى ؟ 
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١‏ - يسمل علينا اننصنع مسائلجديدة عندما نألف الطرق الرئيسية لتغيير 
المسألة كالتعمم والتخصص والقابلة وتفكىك المسألة ثم ربطما من جديد . 
فنحن نمدأ بمسألة ما مفروضة ونستخلص منها مسائل اخرى ذه الطرق التي 
ذ کرناها ٤‏ ومن هذه نستخلص مسائل اخری وهکذا . وهذا اجراء لا پنتهي 
نظريا ولكنه في الواقم لا يتجاوز حدآاً حدوداً تستعصي بعده المسائل التي 
ر نستخلصہا e‏ 

وبامكاننا ان نصطنع مسائل جديدة محلا بسولة باستعال حلنا لمسألة 
معروفة » الأ ان هذه المسائل قد تصير سهلة الى حد تفقد معہا لدا . 

فالعثور على مسالة شائقة ومكنة الحل في وقت واحد ليس بالأمر السهل > 
فهو بقتضي تجربة وذوقا وحظا . الا ان ذلك لا منعنا من التفتدش عن مزيد من 
المسائل الحيدة عندما نوقق الى حل واحدة . فالمسائل الجدة وبعض انواع 
الفطريات تشترك في صفة واحدة هي انا تنمو فى موعات فحسث نلقى واحدة 
ينبغي ان ننظر حوالىنا عسی ان کون غبرها فی مکان قريب . 

۲ - وسنوضح بعض النقاط السارقة بالعودة ال الال الدي درسناه في 
الاقام > ١ ١‏ › 1۲ 4 £ 1 ۰ 0 9 “> فلنيداً بالمسألة التالبة : 

اوجد قطر متوازي المستطءلات اذا اعطمت ابعاده الثلاثة (الطول والعرض 
والارتفاع ) ê‏ 

فعندما نعرف حل‌هذه المسألة نستطيم ان نحل بسهولة ايا من المسائلالتالىة 
( وقد كدنا نورد الأولى والثانبة منما في القسم ١١‏ ) : 

اذا اعطمت ابعاد متوازي المستطىلات فأوجد قطر الكرة الحرطة به . 

هرم قاعدته مستطبل والعمود النازل من الرأس على القاعدة ير عنتصف 
المستطل فادا اعطىت الارتفاع وبعدى القاعدة فاو حد طول حافات ارم . 
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( س ٤‏ ص ٠‏ ع ) ؟ ( ن ص ع ) هى الاحداشات التعامدة لنقطتن 

٣ ّ + ¥ f ۱ ۱ ۱‏ 
في الفضاء ؛ فأوجد طول المستقم الواصل بينما . 

اننا محل هذه المسائل بسهولة لانها تكاد لا تختلف في شيء عن المسألة التي 
عرفنا حلا . وف كل منما فكرة جديدة اضفت الى المسألة الاصلىة > الكرة 
المحبطة والرم > والاحداثمات المتعامدة . وهي فكرات تسيل اضافتما وسېل 
حذفما “ واذا نحن حذفناها نعود لامسألة الاصلىة من جديد . 

ولكنما مسائل ذات قيمة خاصة لأن الفكرات الجديدة التي اضفناها الا 
فكرات قيمة . والأخيرة منما التي تتعلتق بالمسافة بين نقطتين عامت احد احداثباتي) 
مسألة على جانب من الاهمة نظراً لأهمبة موضوع الاحداثبات . 

: وهذه مسألة اخرى يسل علبنا حلا اذا عرفنا حل المسألة الاصلية‎ ٣ 
. أوجد ارتفاع متوازي المستطىلات اذا عرفت طوله وعرضه وطول قطره‎ 

فحل المسألة الاصلىة هو في الواقع قانون بحدد العلاقة بين مات اربع : 
ابعاد متوازي المستطىلات الثلاثة وطول قطره . فاذا عامنا اي ثلاث من هذه 
الكمسات امكن معرفة الرابعة من القانون . 

وهذا غوذج نحصل"بهبسمولة على مسائل سبلة الحلمن مسألة نحلما > فنمتير 
المجہول الاصلى معلوما ونجعل احدى المعطات مولا »> والعلاقة بين الجہول 
والمعطات لا تتغير في الحالتين فعندما نعثر علمما في حالة نستعملها في 
الحالة الأشرئ: 

وهذا الانموذج لخلى مسائل جديدة باستبدال الجهول والمعطبات واحداً 
بواحد غير الذي رأیناه في ۲ . 


ولنبتكر الآن مسائل جديدة بطرى اخرى . 


۲ (۱٦( 


فالتعمم الطبيعي للمسألة الاصلية يؤدي الى المسألة التالبة : اوجد طول قطر 
جسم متوازي السطوح اذا اععلبت اطوال حافاته الثلاث التي تلتقي في احد 
ا رکانه والزواا المحصورة رن هذه الحافات.>. 

والتخصيص يؤدي الى المسألة التالىة : اوجد قطر مكعب عل ضلعه . 

والمقابلة قد تؤدي الى عدد لا حد له من المسائل والىك بعضا من هده 
نستخلصہا ما رأیناه في ۲ : اوجد قطر الجسم الثاني المنتظم اذا عرفت طول 
حافته » أوجد نصف قطر الكرة المحبطة باهرم الثلاثي المنتظم > اذا اعطبت 
خطي الطول والعرض لنقطتين على سطح الآأرض ( ولنعتبرها كرة كاملة ) 
فأوحد المسافة الكروية بينها . 

وهذه المسائل كلما متعة الا ان مسألة التخصص وحدها هي التى ندرك ها 
ااافا غل هيدا جل الال الأمة: 

ه ‏ وقد نيتكر مسائل جديدة من مسألة معطاة باعتہار بعض عناصرها 
متغيرة . فاحدى المحالات الخاصة لمسأالة وردت في ۲ هي ابجاد نصف قطر 
الكرة المحبطة بمكعب ضلعه معلوم فلنعتبر المكعب والمر كز المشترك بينه وبين 
الكرة ثابتبن ولنغر نصف الكرة . 

فاذا كان هذا صغيراً فالكرة تقع داخلالمكعب › ثم اذا تزايد نصف القطر 
فالكرة تتضخم ( کا يتضخم بالون الاطفال بالنفخ ) عند جد ما مسن الكرة 
أوجه المكعب > ثم هي بعد ذلك تمس حافاته > ثم هي تر باركانه ٤‏ فا أطوال 
نصف القطر في هذه الحالات + 

٦‏ - ان خبرة الطالب الرباضة تظل ناقصة اذا هو ل يتح له ان بحل مسائل 
يبتكرها بنفسه . فالمدرس اذا استخلص امام طلابه مسائل جديدة من مسألة 
حلوها يشر عندم حب الاستطلاع » وهو بامکانه ان قف عند حد ويترك هم 
باب الاختراع مفتوحا ليلجوه . فاذا هو حدثيم عن الكرة الآ خذة بالاتساعالي 


{Y۲ 


وأيناها قبل قايل (ني ه) فلسأهم : ما الذي ترغبون في امجاده ؟ اي قم نصف 
القطر تلذ لکم بشکل خاص ؟ 
هل يمكنك ان تستنتج ا ج شيناً يفيدك من المعطيات ? 

أمامنا مسألة غير عحلولة؛ سؤال مفتوح. فعلينا ان نجد الرابطة بين المعطيات 
والجهول »> ونحن نريد ان ند فوقما جسراً . فنحن نستطيم ان نبداً من أي من 
الجانين »> من امحمول او من المعطات . 

انظر الى الجول وحاول ان تتذ كر مسألة تعرفما فسا هذا الجمولاو مجہول 
بشبپه . هذا توجىه يقترح علبك ان تبداً من امجہول . 

انظر الى المعطبات . هل تستطبم ان تستنتج منها شيا يفيدك ؟ هذا سوال 
بقترح علبك ان تبداً من المعطبات . 

ويدو لنا ان بدء التفكير من الجول مفضل عادة ( انظر مادتي بابس 
والعمل العكسي ) الا ان الطريقة الاخرى “ طريقة البدء بالمعطبات › نما قسطما 
ELE O aS‏ 

مثال + اعطبنا ثلاث نقاط أ ٩‏ ب › ج ٤‏ ب 
لاوت افر قا فا مق ا وعر بهن 

ب > < ویکون على بعدن متساوبن غنها . 

ما المطات؟ تلات فاط أ 6ي 2ء ° 
مواضما معروفة فلرسم شكلا يبن هذه 
المعطبات ( شکل ۲۸ ) ۴ 

ما الجهول ؟ خط مستقم ۾ مکل ۲۸ 

ارط ان غر ال الارن ف أ ورت < “ حىث کون 
غل بان ارين عا اجن البر ل رالات ول كار فت 
العلاقات المطلوبة ( شکل ۲۹ ) 


YY 


فالشكل يوحي به تعريف المسافة 
بين النقطة والخط المستقى وتظمر فيه 
الزوايا القاغة التي بنطوي علا التعريف . ۴ 
ولهو کاسمعناه غبر مکتمل‌فالمستقم 
اہول ل ربط ربطا كافا بالعطات 
ا مکل ٠٩‏ 


فالشكل اذن محاجة الى خط مساعد» الى شيء يضاف - ولكن أيشيء ؟ 
حتى الطالب الذكى قد بشط هنا ويبعد لان هنا بالتا كيد طرقا عدة يكن 
اوا و لکن شو وال اعت ت الطالت هنا مر انال : هل عمكنك 
ان تستنتج من المعطمات شيا يفىدك ؟ وما المعطبات ؟ 
النقط الثلاث الت نراها في شكل ۲۸ ولا شيء غبرها . 0 
الا اننام نستعمل بعد با فيه الكفاية النقطتينب٤+‏ . فعلينا 
ان نستخلص من ما فد . ولکن ماذا نعمل بنقطتین ؟ 
نصل بین»)ا مخط. وهکذا نرسم الخط المین في شکل۳۰. 

فادا ضممتا الشکلىن ۲۹ > ۰ فقد بظہر لنا ا لحل ف 
الحال . فہنالك مثلثان قامما الزوابا وها متطابقان وهناك ' 
نقطة جديدة عظيمة الأهمبة هي نقطة التقاطع . کل ۰ 


هل يمكنك ان تعيد نص المسألة بتعببر جديد ? 


هل كنك ان تعبده بتعریف آخر ؟ في هذبن السؤالین نستہدف تغسير 


ارجم الى التعريفات . انظر مادة : التعردف . 


اھورستیکا 


هذا واحد من اسماء اطلقت على نوع من الدراسة ل يوضح بجلاء وهو ملحق 
بالمنطتى او الفلسفة او عل النفس و كثيراً ما يشار البه وقل ان يبحث بالتفصيل 
ويكاد يكون البوم منسبا . وغاية الهورستبكا دراسة طرق الا كتشاف والاختراع 
وقواعدهما. وقد تنجد آثارآً هذه الدراسة لدى‌الذين شرحوا اقلىدس“› ودسترعي 
قافا مو هدا ار یکل غا ک وطت الام اس لکن اشر 
المحاولات لتنظم المورستبكا ما عله ديكار ولببنتز > وكلاهها رياضي فبلسوف 
عظم . وقد وضع برنارد بولزانو دراسة مفصلة رائعة للهورستبكا . والكتيب 
ا لحالي حاولة لاحاء هذه الدراسة بشكل حديث متواضع . انظر مادة : 
الهورستىكا المعاصرة . 

وكامة ( eناisعuم]8‏ ) اصلاً نعت معناه و« اكتشاني » او « مۇد الى 
لا کتشاف » . 


اهورستيكا المعاصرة 


دراسة بقصد منما فم طريقة البحث عن الحل وفمم العمليات الذهنبة التي 
تقد بشكل خاص في الوصول الى الحل . وهناك مصادر شتى لدراسة هذا 
الوضوع لا جوز تجاهل اي منها . فأي دراسة جدية للهورستىكا ينبغي ات 
تأخذ بعين الاعتبار اساسا المنطقي واساسما السكولوجي والا تتفاضى عا 
تب عنما السابقون امثال بابس وديكار وليبنتز وبولزانو > والا تغففل ايضا 
خبرة ذوي الخبرة التزة . فالحبرة في حل المسائل والخبرة في مراقبة الناس وم 
بحلون المسائل ينبغي ان تكون الاساس الذي تبنى عله دراسة المورستىكا .وني 
هذه الدراسة مجدر ان نعنى بانواع المسائل كلما لا نغفل ايا منما فنتامس اللامح 
العامة لمعالجة المسائل الختلفة بغض النظر عن موضوع هذه المسائل . ولدراسة 


Yo 


الهورستبكا اهداف علية فان فهم العمليات الذهنبة التي تفيد بشكل خاص في 
حل المسائل قد حسن اسالدب التدردس ؛ ولا سما تدريس الرباضات . 

و كتابنا هذا اول حاولة لتحقىق هذا المنهاج . وهنا سنبحث موقع كل مادة 
من مواد القاموس بالنسبة الى المنهاج . 

١‏ - فثبتنا هو في الواقع ثبت لاعملبات الذهنبة التي تفيد بشكل خاص في 
حل المسائل . والاسئلة والاقتراحات المدرجة قىه تشر الى هذه العملبات . 
وبعض هذه العملىات تحده مشر وحا مرة اخرى ف الفصل الثاني وبعضما مفصلاً 
تفصلا أوفى مشفوعا بالأمثلة فى الفصل الأول . 

ومجد القارىء مزيدآً من المعلومات عن اسثلة وتوجمهات معبنة في الثبت 
موزعة على ٠٠١‏ مادة في القاموس عناوينما هبي مطالع الفقرات امس عشرة التي 


عكنك ان ترى النتىجة ؟ فاذا اراد القارىء معلومات عن نقطة معمنة فى الست 
فلنظر الى الكلمات التي فى مطلع فقرتما فهذا هو عنوان المادة التي تشسرحما . 
نمثلا التوجبه : ارجم الى التعريفات تحده في فقرة في الثبت مطلعما : هل 
عكنك ان تعد نص المسألة ؟ وتحت هذاالعنوان في القاموس جحد القارىء 
ما برجعه الى مادة : التعريف فمناك شرح مفصل للتوجه الدي بريده 

۲ - و كبفىة حل المسائل امر معقد ذو عدة وجوه متباينة . والاثنتا عشرة 
مادة الرئيسىة في القاموس تشرح بعض هذه الوجوه وسنذ كر عناوبن هذه المواد 

فعندما نکون منصرفین الى علنا نشعر بمدى تقدمنا في هذا العمل فنغتط 
عندما نتقدم بسرعة ونيتئس عندما تبطىء . فما الامر الجوهري في التقدم في 
العمل وانجازه ؟ ان المادة التى تشرح هذا الموضوع كثيراً ما احلنا القارىء الا 
فبنبغي ان تقرأ في وقت مبکر . 


۲٦ 


وا ارول اة ل اة تقر ووه اا وا ا واا 
وننشرها في ذهننا ونطوما مرات ومرات وهنا يكون تغبير المسألة امراً 
جوهربا لنا > وعكننا تغيرها معا لجة عناصرها بالتفكىك واعادة الر بط أو 
بالهودة الى التعريف > تعريف بعض مصطلحاتما او قد نلحاً الى التعمم او 
التخصبص او المقابلة . وتغبير المسألة قد يؤدي الى استخدام العناصر المساعدة 
او مسألة اسل تناولاً نعتبرها المسألة المساعدة . 

وعلىنا ان نفرق بوضوح بین نوعان من المسائل مسائل الاحعاد وسائل 
الاثبات وثمتنا يلام بصورة خاصة « مسائل الامحاد » وبتعدیل بعض استاته 
وتوجىهاته یکن د تطسقه اىضا على « مسائل الاثىات » . 
نحتاج الى الترقم المناسب والى الاشكال المندسة المناسبة فهي عون كبير لا 

٣‏ - و كفىة حل المسائل ها عدة وجوه ولكن بعض هذه ألو حوه ل دشر 
اله هنا وبعضہا مررنا عله بامجحاز . فقد كان في رابنا ان بستبعد في هذا العرض 
خلاف . 

فالتفكير الهورستبكي ؛ خطوة موقتة كل شأنها عندنا ان العقل يقبلما > وهي 
خطوة هامة لا كتشاف الحل ولكنما لا تغني عن البرهان . لك ان تقدر ولكن 
اختبر تقدبرك . اما طبعة الحجة الهورستىكة فنعا لمجا في مادة امارات التقدم 
معالجة کان عكن ان نفيض فما وان نطل . 

وان من الأمور المامة في محشنا دراسة بعض الناذج المنطقبة »> ولكن فضلنا 
السبكولوجبة ها العزم والأمل والنجاح ؛ ثم العمل اللاواعي . وعدا ذلك 


{¥ 


ملاحظة عابرة عن سبكولوجبة الجحىوان > انظر الادة : العمل العكسي .. وقد 
اكا مار اة کل اول الال را بع اال الله ى الا ٤‏ ن 
ضمن نطای المورستىکا . واکدنا ایضا ان قواعد الا کتشاف الت ٠لا‏ تخطیء 
لا تقع في نطاق اي دراسة جدية . فالهورستيكا تبحث في مسلك الانسان امام 
المسائل » وقد كان هذا ٤‏ على ما بندو» شأن الناس من اقدم العضور“ وان حكة 
الامثال لبدو انها صفوة دراسات الناس في هذا الصدد . 

۽ - وقد اضفنا بضع مواد في مسال خاصة ومواد اخرى ذات صبغة عامة 
وضعناها مفصلة ظنا بانا هي او اجزاء منما قد تهم المدرسين والطلاب . 

فاك فوا دجت ف سال فا با ى السات لادا مل 
بابس ٠‏ العمل العكسى الى اشرنا الما > طربقة الخلف والبرهان غير المباشر > 
E A N AEN‏ ا 
الوحدات > لادا البرهان ؟ وهناك مواد تم المدرسين خاصة مثل المسائل 
الروتىنىة › والتشخبص ومواد تهم الطلاب خاصة › الطاعين منم مثشل حلال 
الارن الذكي › القارىء الذكي “ رباضي المستقبل . 


ونذكر هنا أن المحاورات بين المدرس وطلابه في الاقام > ٠ ١١‏ 
لامدرس الذي بريد ان بقود طلابه للحل “ وللشخص الدي محل تارينه بنفسه > 
فاعتبار التفكير حواراً ذهنا او نقاشا بين الشخص ونفسه امر غير مستهجن . 
واحاورات التي ذ کرتاها يبدو فسا التقدم في خطوات ا حل . فالدي بحل تارينه 
بنفسه بحدث نفسه ويتقدم على هذا المنوال . 

ه - ولا حاجة بنا الى ذكر عناوبن المواد الاخرى ولكننا سنشير الى بعض 
اخموعات . 


فبعض الواد تحوي ملاحظات تاريخية عن موضوعنا »> عن ديكار وليبنتز 


۸ 


وبوازانو والهورستىكا ٤‏ والمصطلحاث قدعا وحديثا > وبأيس ز وهثه الاد 
الاخيرة اشرنا الا في ) ) . 

وبعضما بفسر بعض المصطلحات الفنىة : الشرط > نتىجة النظرية “ النظرية 
الملا . 

وبعضہا تحده جرد اشارات ترحعك الى المادة الي تىحث عن موضوعك . 
وقد اشرا الها بنحمة في فهرس الحتويات . 

- وغاية الهورستىكا ان تكون عامة وان تدرس الامر مستقلا عن 
موضوع المسألة بحىث كن تطبقما على المسائل بشت انواعا . ولكن محثنا هذا 
يتخذ امثلته كلها تقردا من مادة الرياضات الابتدائة . ولا ننكر أن هذا 
حصر للموضوع ولكن نرجو ألا يكون حصراً ينقص من قيمة البحث . والواقع 
أن مدان الرياضات الابتدائبة دنا بما نحتاج البه من اسئلة متنوعة ثم ان دراضة 
حلوها سهلة ومتعة . ثم ان المسائل غير الرياضبة رغم ننا لم جلما الا قلبلاً 
كأمثلة » قل أن تنسى . أما الرياضبات العالبة فلم نشر الما اشارات مباشرة 
ولكنها هي الاساس المحقيقي بهذا البحث . والرباضي الخبير الذي جحد اهتاما في 
هذا النوع من الدراسة يكن ان يضف من عنده بسمولة امثلة توضح النقاط الي 
نشرحما بامملة الرباضات الابتدائىة . 

۷ ومؤلف هذا الکتاب بسحل شكره واعترافه لعدد من الکثاب 
المعاصرين ل تذ كر اسماؤم في مادة الهورستيكا وهم الفزيائي الفبلسوف ابرنست 
ماخ > والرياضي جاك هدامارد › والسکولو جسن ولم جمس وولفجانج 
كوهار . ونضف السكولوجي ك . دنكر والرياضي ف . كراوس الذي يظېر 
من كتابه ( الذي نشر بعد أن تقدمنا قي محثنا مدی بعبداً ٤‏ ونشر بعضه ) انه 
سير معنا في اتجاه واحد . 


۲4۹ 


و ضع المعأد لث 


« وضع المعادلات كالترجة من لغة الى لغة ( راجم الترفم ۶ ).وه ده 
المقارنة الي د کرها نىوتن في تب ) Arithmetica Universalis‏ ) قد تساعد 
على ازالة بعض الصعوبات التى تحابه الطلاب والمدرسين ف بعض الاحان . 


١‏ - فوضم المعادلات معناه التعبير بالرموز الرياضبة عن شرط مذكور 
بالالفاظ . فمو ترجمة من لغة الكلام الى لغة القوانين الرياضة . وما جانا من 
صعوبة في وضع المعادلات هو صعوبة في الترجمة . 

فلكي نترجم جملة من العربمة الى الانجليزية نحتاج الى امربن . فبنبغي اول أن 
نفمم الملة العربىة فما تام . شم ينبغي ان نعرف اسالبب التعبير في اللغة 
الانجليزية . ومثل هذا ما نقابله عندما نحاول ان نعبر بالرموز الرياضة عن شرط 
عبرا عنه بالكلمات . فبنبغي اول ان نفهم الشرط فما اما . ثم ينغي ات 
نعرف اسالىب التعبر بالرياضات . 

OD‏ ان تترجم ڪلمة 

كامة . ولكن هنالك مصطلحات لغوية لا عكن ان تترجم حرفا . فاذا 
احتوت جملتنا على مصطلحات من هذا النوع تصير الترجمة صعبة . وينبغي 
عندئذ ان نقلل اهتامنا بالكلمات الحردة ونزيد اهتامنا با معنى العام ثم قبل ترجة 
الجلة قد ينبغي ان نرتيا ترتيباً جديداً . 


وينطبت هذا الامر نفسه على وضع المعادلات . ففي الحالات السہلة تنقسم 
العارة بنفسما الى اجزاء تكن ان يستعاض عنما في الجال بالرموز الرباضسة . 
وقي الحالات الصعبة يضم الشرط اجزاء لا عكن ان يعبر عنما في الحال بالرموز > 
وفي هذه الحالة ترف بعض اهتامنا عن كلمات الشزط الى المعنى العام . وقبل 
ان نبدأً بوضع القوانين تحتاج الى وضع ارط بترتيب جديد على ضوء ما لدينا 
من وسائل للترقم الرياضي . 


o۰ 


وي جميم الاحوال » السملة منما والصعبة ؛ يثبشي أن تفم الشرط واف 
تفصل اجزاء الشرط الختلفة بعضها عن بعض وان تتساءل : هل عكنك أن 
تکتہا ؟ اما ى الحالات السہلة فنحن نفصل الشرط بلا تردد الى اجزاء يسهل 
التعبير عنما بالرموز الرياضة . واما في الحالات الصعبة فنجد أن فصل الشرط 
الى اجزاء مناسبة ليس هذه السہولة . 

ونرجو ان يقرا ما تقدم مرة ثانبة قبل المضي في دراسة الامثلة التالية . 

. ۱۲۹٩ اوحد کمىتن موعم)ا ۷۸ وحاصل ضرم)ا‎ ٣ 

لنقسم الصفحة خط عمودي . ولنكتب على احد جانبيه نص المسألة مفصلة 
باجز اما المناسة وعلى الجائب الآخر العبارات الجبرية التي تقابل المبارات 
الكلامىة في المسألة . فهنا نضع الاصل على البمين والترجمة الى الرموز على 


الار: 
التعمببر عن المسألة 
بالکلمات بلغة الجير 
اوجد کمستن س ؛ ص 
موعې)ا ۷۸ س + ص = ۷۸ 
حاصل ضرا ۱۲۹٩‏ س ص = ۱۲۹٩‏ 


ففي هذه الحالة قسمت العبارة الكلاسة نفسما بشكل اوتوماتىکي الى 
اجزاء کن ان يتب كل منا ني ال حال بعبارة جبرية . 


“۳ اوجد الطول والعرض لنشور قائم قاعدته مربع اذا عل ان حجمه‎ - ٣ 


ما المجاهبل ? ضلع القاعدة » ولبكن س > وارتفاع المنشور وللكن ص . 
ما المعطبات ؟ الحجم ۳ والمساحة ٠١١‏ . 


01 


ما الشرط ؟ المئشور الدي قاعدته مربع ضلعه س وارتفاعه ص حب ان 
کون حجمه ۳ ومساحة وجوهه ۱۰۲ . 

افصل اجزاء الشرط بعضا عن بض . هنا جزءان » احجدها يتعلق بالحجم 
والثاني بالمساحة . ولا نجد صعوبة في فصل الشرط الى ٠جزأيه‏ هذين ولكن 
لا عكن ان تعبر عنهها في الجال . فعلننا ان نعرف كيف نجسب الحجم واجزاء 
المساحة الختلفة . فاذا عرفنا من المندسة ما يكفي لذلك فلا تبقى اي صعوبة في 
وضعمها بشكل يسل معه التعبر عنما بالمعادلات . فلنكتب على الجانب الان 
من الصفحة نصا لامسألة بترتيب مفصل يناسب الترجمة الى عبارة جبرية . 

في المنشور القائم المربع القاعدة 


أوجد ضلمع القاعدة س 
والارتفاع ص 
اذا اعطبت اولاً الحجم ۳ 
( نمساحة القاعدة التي ضلعا س س۲ 
مع الارتفاع تعن الحجم ( س صد ۳“ 
م اعطست مساحة الوحوه ۲+( 


فا لمساحة تحوي و جين مربعين 
بالضلعم س ۲ س" 
واربعة مستطبلات طول کل منہا س 
وارتفاعه ص س ص 
هذه النقطة بالنسبة الى هذا الخط المستقم . 
هذه مسألة في الهندسة التحلبلية . 
ما المجهول ؟ نقطة › ولنفرض احداثسسها ( ل > ك ) . 


YoY 


نقطة ولنفرضهها ( ١‏ > ب ) . 


ما الشرط ؟ النقطتان ( أ ٠‏ ب ) > ( ل > ك ) متائلتان بالفسبة الى المستقم 


وهنا تقوم الصعوبة وهي قسمة هذا الشرط الى اجزاء يسمل ترجمتما الى لغة 
المندسة التحلبلية . وطبيعة هذه الصعوبة بجحب ان تفهم فما جيداً . فقد تفكك 
الشرط الى اجزاء تلام الهندسة التحلبلية . ولك حصل على هذه الاجزاء يتفي 
ان نرجع الى تعريف الجاثل . فاذا نقصد بالاثل بالنسبة الى الخط المستقم ؟ وما 
العلاقات المندسبة الى يسمل التعبير عنما باهندسة التحلبلية ؟ ونحن اذ نفكر في 
السوال الاول ينبي ألا يغبب عن اذهاننا السؤال الثاني . وعلى هذاقد لجح 


اخيرآ في الحصول على التفكيك الذي نيتغه . 


النقطة المعطاة 
والنقطة المطلوية 
برتطان 


. 


اولاً محسث يكون المستقم الواصل بينما 
عوداً على المستقع المعلوم 


وثانباً حبث يقع منتصف الط الواصل 
بينها على المستقم المعلوم . 


er 


www.ibtesama.com/vb 
منتديات محلة الإبتسامة‎ 


www.ibtesama.com/vb 


|٤‏ مستائل وتلمیحات وحغلول 


قي هذا الفصل الاخير نتبح للقارىء فرصة لاتمرن 

والمسائل لا تحتاج من معلومات اساسبة اكثر ما تحويه برامج الدراسة في 
و بعضہا حتاج الى ت تفکہ اصل ود كام * . 

أما التامسحات فالغاية منها ان ترشد الى النتىحة » عن طريتى اعادة جملة من 
الثبت وهي قد تعطي القارىء المتنبه اعاء يفتح له الطريق الى الحل . 

واما الحلول فلا تعطي الجواب فقط بل تصف الطربقة الى توصل الى الجواب 
ولكن على القارىء ان مجري التفاصل . وبعض الملول تنتهي بكلمات الغاية 
منہا فتح آفاى جديدة للقارىء . 

فالقارىء الذي يبذل عحاولة حقىقة لحل المسألة جد فائدة كبرى فى التمح 
والحل المتعلقين ا . فادا هو حصل على النتيحة بطريقة من عنده فقد يقد من 
مقارنة طريقته بطريقة الكتاب اما اذا هو بعد جمد كبير فشل رجع الى 


 «‏ السألة الاولى مشمء رة ( الا اننا نذكرها طا فما من لذة ) وكل. ما عداها قمن 
امتحاتات الأابقة ف الرياضات ن حامعة ستاذفو رد ) مع عض التنقسح ( . وبعض هذه 
الاسائل طبع في ابجلة الشمرية الامريكية للرياضيات او تشرة مجلس كاليفورنيا الرياضية وفي هذه 
طح ابضاً بعض حاول الولف وهي هنا اعدتاها مع التعديل المناسب . 


Yoo 


التامسح فقد جد فيه الفكرة التي تقود الى الحل والا فبالرجوع الى الل الذي 
نقدمه قد يستطبع ان يكتشف الفكرة الرئيسبة ثم يضم الكتاب جانا وجري 
الجل وحده ۰ 


۶ 


اا 


١‏ - دب بدأ من نقطة ما « ل » ثم مشى مسافة ميل متجا جنوبا » ثم غير 
اتجاهه نمشی مبلا آخر متجہا شرقا ثم دار الى یسارہ نمشی مبلا آخر متجیا 
شعالاً وبذا وصل الى ذات النقطة الى بدأ منما فما لون الاب ؟ 

۲ - بريد ابو علي ان يشتري قطعة من الأرض تامة الاستواء لما اربمهة 
جوانب على ان یکون جانبان منہا باتجاه شمالي نوبي بالضبط وجانبان باتجاه 
شرق غربي بالضبط وبشرطان یکون طول کل جانب ٠٠١‏ ذراع فېل يستطیم 
ابو علي ان يشتري مثل هذه الارض في العام العربي ؟ 

۳ عند ابي علي عشرة جبوب و )) قطعة من ذات العشرة فروش وهو 
برید ان یوزعہا علی جیوبه بحیث یکون في کل جيب عدد بختلف ما في اي 
جیب آخر فہل يستطيع ذلك ؟ 

؛) - عند طباعة کتاب ضخم اضطرت المطبعة الى . استعمال ۲۹۸۹ رقا 
لترقم صفحاته المتسلسلة فكم صفحة في الكتاب ؟ 

ه - وجدت في اوراق جدي هذه الفاتورة : 


۲۳ بقرة - ۷٩‏ - قر شا 


والرقان الاول والأخير فى هذا العدد الذي بظهر انه يبين وع الثمن 
وضعنا مکانما شرطتان لاما محوان في الفاتورة ولا عكن قراءتهما فما الرقمان 
الممحوان وماذا كان من البقرة قي ابام جدي ؟ 


۲٦ 


هذه النقطة خطا يقسم الشكل الى قسمين متساويين في المساحة . 

۷ - لدينا مربع فما امحل المندسي للنقطة التي منما المربع ( ١‏ ) على زاوية 
مقدارها ٤٥‏ درجة ( ۲ ) على ٩١‏ درجة ( اذا كانت ل نقطة خارج المربع وفي 
المستوى الذي يقم فبه فان اصغر زاوية رأسما « ل » ويقع المربع داخلهاهي 
الزاوية التي علما رى المريع ) . ارسم المحلين المندسبين رسما واضحا وصفمما 
وصفاً مفصلاً . 
دار الجسم حول هذا الخط المستقم زاوية اكبر من صفر" واقل من "۳٠١‏ ينطبق 
على نفسه « حورا » للمجسم فعلى هذا الاساس اوجد اور اللكعب ›؛ وصف 
وحده طول فما المتوسط الحسابي لاطوال المحاور ؟ 

٩‏ - في هرم ثلائي ( ليس من الضروري ان یکون منتظما) وجد ان حافتين 
متقابلتن طول کل منہا أ و هما متعامدتان وتعامدار خط مستقما طوله ب 

٠‏ - قمة الهرم هي رأسه الذي يقابل قاعدته : ( أ) فاذا سمينا المرم‌الذي 
تتساوى ابعاد قمته عن اركأن القاعدة بالهرم المتساوي السقان فاثىت ان قاعدة 
الهرم المتساوي السبقان تقع داخل دائرة مر كزها هو موقع العمود النازلمن قمة 
المرم على القاعدة . 

( ب ) والآن لنعتبر ان المرم المتساوي السمقان هو الذي تتساوى الايعاد 
( العمودية ) لقمته عن جمبم اضلاع القاعدة . فعلى هذا الاعتبار ( وهو بخالف 
الاعتىار السابى) اثبت ان قاعدة ارم المتساوي السبقان تحبط بدائرة مر كزها 
هو موقع العمود النازل من فمة ارم على القاعدة . 

: ك > ل التي تحقى المعادلات التالية‎ ٠ اوجد قم س › ص‎ - ١ 


YoY (۱۷) 


س + ۷ ص + ٣ك‏ + ەل =1 
۸س + ¢ ص + ٦‏ ك + ٣‏ ل = - ۱۹ 
۴س + ٦‏ ص + £ ك + ۸ ل = ۱۹ 
ەس + ۳ ص + ۷ ك + ل = ۱۹ 
( بدو الطريقة التقليدية طويلة ملة > ففكر في طريقة مختصرة ) . 
لمشي ويسيران بسرعة « ل » امالا في الساعة . اما على فكان يبشكو ألما في 
رجله ولذا أخذ عربة تتسع لاثنين ولا تتم لثالث وهي تسير بسرعة D‏ >( 
امالا في الساعة . فاتفتى الثلاثة على الطريقة التالىة : ان بقوموا معا فير كب 
حسين مع علي وشي حسن على قدمه ¢ وبعدك فترة بتزل حسان فىمشي واما 
وشي حسن وهكذا الى نهاية الرحلة . 
(أً) ك يتقدم الثلاثة ( بالاميال ) كل ساعة ؟ 
( ب ) اوجد الوقت الذي تكون فه العربة تحمل واحداً فقط كجزء من 
زمن الرحلة كله . 
( ج ) حقتی جوابك فی المحالتین الخاصتین عندما یکون ل = صفراً» ل=ج. 
١۳‏ - لدينا ثلاثة أعداد تكون متوالبة حسابمة “ وثلاثة أعداد اخرى 
تكون متوالىة هندسىة فاذا اضفنا الحدود المتناظرة في المتوالىتين تنتج الاعداد: 
“AL “¥1 ° Ao‏ 
على التوالي . واذا اضفنا أعداد المتوالبة الحسابمة وحدها ينتج ٠۲١‏ فأوجد 
اعداد كل من التوالىتين . 


Yo 


4 - اوجد قيمة م اذا كانت المعادلة : 
س - ( ۳ م + ۲ ) س + م =۰ 

ها اربعة جذور حقىقىة تكون فا بينا متوالىة عددية . 

٥‏ - مثلث قائثم محبطه ٠١‏ بوصة وطول العمود النازل من رأس القائة على 
الوتر ١١‏ بوصة فما طول كل من اضلاع الثلث ؟ 

۱١‏ - من قمة جبل يشرف على سهل منبسط رأينا نقطتين أ »> ب في هذا 
السمل فاذا كان خطا النظر من قمة الجبل الى أ > ب يصنعان بينما زاوية ن 
ويصنءعان مم السطح المستوي زاويتين و › ه على التوالي. وكانت النقطتان أ ٤ب‏ 
على ارتفاع واحد عن سطح البحر والمسافة ينما « ج » فأوجد ارتفاع قمة 
الجبل فوق مستوى أ > ب بدلالة الزوايا و ٤ه‏ > ن والمسافة م . 


0 ۲۳ 
> ب » )م اذا کانت ن = ۰۱ ۲ ٣٤‏ على التوالي . 


شم قدر قانونا عاما ( بت بة قم اخری ادا شُئت ) واثيت صحة تقدبرك . 
۸ - انظر الى هذا الحدول : 


تساوي 


= ۱ 

= o+۳ 
ڪا‎ +۹4 + ¥ 
4= 14 + ¥ + 0 + 1۴ 
0= Yq + YY + Yo + YF + 11 


۹ 


ثم قدر القانون العام الذي بحوي به هذا الجدول وعبر عنه بالرموز الرياضة 
م برهن علبه : 

٩‏ - شکل سداسي منتظم طول ضلعه ن ( أعدد صحبح ) رسعت 
مستقمات متساويات الابعاد وموازية لأضلاعه مقسمة الى م من المملات المتساوية 
الأضلاع ضلع كل منها وحدة فكان ۷ عدد الرؤوس . 

وكان من عدد الحدود التي طول كل منها وحدة ( الحد ضلم لمثلث أو مثلشن 
والراس قد کون مشتر کا بين مثلشين او اكثر ) . ففي ابسط حالة اذا كارف 
ن = ۱ کان م = ٩ ٩‏ س = ۷ ٤‏ ص = ۱۲ . فادرس الحالة العامة ثم عبر عن م > 
س » ص ٠‏ بدلالة ن . ( التقدير مقىول ولكن البرهان افضل ) . 


٠‏ - بك طريقة كنك ان تفك الجضىه قطعا من ذات القرش والمسة 
والعشرة وربع الجنبه ونصفه ؟ ( تتعين الطريقة عندما يتعين عدد القطع من 
کل نوع ) . 


عات 
١‏ - ما المحول ؟ لون الدب . ولکن کف یکن ان جد لور الدب من 
بعد ان بمشي ثلاثة امبال بالشكل الموصوف ان برجم الى حسث بدا ؟ 
۲ هل تعرف مسألة ذات صلة ہا ؟ 
٣‏ لو کان عند ابو على عدد کر من الجنہات لما صعب عله ان يصح 


۲۰ 


فی کل جیب مقداراً منہا ختلف غما في اي جیب آخر . هل كنك ان ثضم 
السؤال بشکل جدید ؟ ما اقل عدد من الجنہات كن وضعه في ۰ جوب 
بمحیث لا یتساوی ما قي جين ؟ 

۽ - هذه مسألة ذات صلة بمسألتك : لو كان فى الكتاب ٩‏ صفحات مرقمة 
فكم رقما تستعمل المطبعة ؟ ( ٩‏ بالطبع ) . هذه مسألة اخرى ذات صلة 
مسألتك : لو كان في الكتاب ٩٩‏ صفحة مرقمة فكم رقما تستعمل المطبعة ؟ 

ہ - هل مکنك ان تضع السؤال بشکل جدید ؟ ماذا یکن ان یکون 
الرقمان الممحوان اذا كان الثمن الكلي بالقر وش يقبل القسمة على ۷٣‏ ؟ 

- هل كنك ان تجد مسألة اسل ذات صلة بسألتك ؟ مسألة اعم ؟ 
مسألة مقابلة ؟ ( التعمم ١‏ ۲ ) . 

۷ - هل تعرف مسألة ذات صلة بمسألتك ؟ الحل المندمي للنقط الق نرى 
منہا خطا مستقبما حدودآ على زاوية معبنة هو قوسا دائرتين يران بطرفى الخط 
التق وياثلان احدها مع الآخر بالنسبة اله . 

۸ افترض أن القارىء يعرف شكل المكعب وقد وجد بعض الحاور 
بمجرد التجربة . ولكن هل هي کل امحاور ؟ هل كنك ان تثبت ان ما وجدته 
لا زيادة عله ؟ هل فما وجدته مبداً تصنف الحاور على اساسه ؟ 
اذا عرفت القاعدة والارتفاع ( حاصل ضر) مقسوما على ۳ ) ولکن فی هذه 
الحالة لم نعط لا القاعدة ولا الارتفاع . هل كنك ان تحجد مسألة اسل ذات 
صلة بمسألتك ؟ ( ألا ترى هرما اسہل هو جزء من المرم المعطى لك ؟ ) . 

٠‏ - هل تعرف نظرية دات صلة ذه ؟ هل تعرف نظرية ذات صلة 
هذه “٠...‏ اسل تطابقا ؟ نعم : ان موقم العمود هو منتصف القاعدة فى 
المئلث المتساوي الساقين . 


۲٦١ 


هذه نظرية ذات صلة بنظريتك وقد برهن غلىها من قبل . هلل كنك اث 
تستعمل ... طريقتها ؟ نظرية المملث المتساوي الساقين برهن علا مدا تطابق 
مثلشین قامین بکون العمود ضلعا مشتر کا بينيا . 

١‏ - نفترض ان القارىء لا محل المعادلات الآ تة الخطة . فکل هذه 

۲ - افصل اجزاء الشرط بعضہا عن بعض . هل عکنك أن تکتہا ؟ بين 
نقطة البدء ونقطة التقامم ثانبة ثلاث مراحل مختلفة : 

(۱) علي راکب مع حسین »> 

(۲) على راکب وحده > 


(۴) علي راکب مع حسن . 
فلنعتبر ان ن ٤‏ نې » نم > هي ازمنة هذه المراحل على التوالي . فكيف 
عكنك ان تفصل الشرط الى اجزائه الختلفة ؟ 


١‏ - افصل اجزاء الشرط بعضہا عن بعض . هل مكنك ان تکتسا؟ 
لىڪن : 


أ د٤٤‏ + د حدود المتوالة العددية > 
پب س - ١‏ ؛ ب ۶ بپ س حدود المتوالىة اهندسىة . 


٤‏ - ما الشرط ؟ الجذور الأربعة بحب ان تكون متوالة عددية . ولكن 
لامعادلة صفة خاصة : 


ففسا القوى الزوجبة لامحېول ¢ فاذا کان أ جذراً فسنیغي ان یکون = 
جذرآً ايضا . 


۲ 


٥‏ - افصل اجزاء الشرط بعشمأ عن بعش . هل كنك ان تکتبسا؟ 
ممكن ان نميز في الشرط ثلاثة اجراء : 

› عن احيط‎ )١( 

(۲) عن المحلث القائم > 

(۴) عن العمود القائم على الوتر . 

۱١‏ - افصل احزاء الشرط بعضہا عن بعض . هل عكنك ان تکتما؟ 
افرض ان ل » م طولا خطي النظر ( امجہولین ) : و ٤ھ‏ ؛ زاويتا مبلا عن 
السطح المستوي على التوالي >“ فنا يز ثلاثة اجزاء في الشرط خصوص : 

> زاوية مسل ل‎ )١( 
٤ زاوية ميل م‎ )۲( 
. ل > م‎ ٤ المملث الذي اضلاعه ج‎ )۴( 
؟ هل تعرف مسألة ذات صلة‎ ۲١ “» ٦ ›» ۲ هل لاحظت المقامات‎ - 
ا‎ e 
e CC 

۹ - ارسم شکلا فبملاحظته قد تستنتج القانون استقرائاً او قد جحد 
علاقات بين م ٤‏ س ٤‏ ص ٤‏ ن . 

٠‏ - ما المجول ؟ ما الذي نريد ان نبحث عنه ؟ حى القصد من المسألة قد 
بحتاج الى توضح . هل تتخبسل مسالة اسل تتصل با ؟ مسألة اعم ؟ مسألة 
مقابلة ؟ هذه مسألة مقابلة سهلة جداً : بك طريقة تدفع قرشا واحداً ؟ 
( بطريقة واحدة ) خذ الآن مسألة اع : بك طريقة تدفع ن قرش باستعال هذه 


۳ 


القطع انصاف الجنبمه وارباعه وعشرات القروش والمسة والقروش ؟ نمنا 
بشكل خاص الحالة ن = ٠٠١‏ . 
ففي المحالات البسبطة الخاصة عندما تكون قى ن صغيرة بمكن ان نتخبل 
الجواب بدون طرق عالبة > بالتجربة > وهذا جدول صغير ( يكن للقارىء 
YoYt{LY*14 10۱11۰۹40 f Û‏ 
ETO TY E ETFELO®‏ 


فالسطر الأول يعطي قما مختلفة للمبلغ الذي يدفم ونسميه ن والسطر الثاني 
يعطي القم المناظرة لعدد طرق الدفع ونسميه هن ( واختباري همذا الرمز سر 
عندي لا ارید أن اكشفه الآن ) . 

ونحن تهمنا الحالة ه ٠٠١‏ الا ان الأمل ضعىف في معرفة قىمتما بدورت 
طريقة للحساب واضحة > والواقع ان هذا السؤال يقتضي من القارىء ا كثر قلىلاً 
ما تقتضه الاسئلة السابقة فعلىه ان مخلق نظرية بسبطة . 

وسۇالناعام ( معرفة * ن ) وهو سؤال لا يدو له رابطة فل عكنك ان" 
تتخضىل مسألة اسہل ترتىط ا ؟ مسألة مقابلة ؟ هذه مسألة ذات صلة ها 
بسبطة . احسب « أ ن » وهو عدد الطرق لدفع ن قروش > باستعال قطم 
القرش فقط ( أ ن=١)‏ . 


الول 


١‏ - سسخطر في بالك ان الدب ابىض وان النقطة ل هي القطب الشمالي . فل. 
کہ عمكنك ان تثدت صحة ذلك ? 


4 


أن الحل مفهوم الى حد مأ فلنبحثه محثاً عام . ولنعتبر ان الكرة الارضية 
تامة التكور وان الدب نقطة متحركة . فہذه النقطة بسيرها جنوبا وشمالا تسير 
على خط من خطوط الطول > وبسيرها شرقا تسير على خط من خطوط العرض 
( وهذه توازي خط الاستواء ) . فنا علىنا ان نيز بين حالتین : 

(4) فاذا عاد الدب الى ل على خط طول خالف الط الذي سار تفي الد 
عليه فان ل هي حتما القطب الشمالي . والواقع ان النقطة الوحدة الثانية على 
الكرة الارضة التى بلتقي عندها خطا طول هي القطب الجنوبي > ولكن بحب 
أن نةا الذن درو موا ااه ا ل ا 

(۲) عكن للدب ان يعود الى النقطة وهو سائر على نفس خط الطول الذي 
بدا سيره منه عندما اتجه جنوبا اذا کان قي سيره مسافة ميل شرة) قطع دائرة 
خط العرض کلہا ن مرات اما حسث ن = ۱ ۲ ۲ ٤‏ ۴۳> ... 

وني هذه الحالة لا تكون ل هي القطب الشمالي بل تكون نقطة قريبة جداً 


من القطب الجنوبي على خط عرض محبطه بالامىال أقل قلىلاً من و : 
: ك ن 


۲ نعتبر الكرة الارضبة ا اعتبرتاها فى المسألة ١‏ . فالأرض التي بريدها 
ابو علي بحدها خطا طول وخطا عرض . تخيل اي خطي طول ثم قوسا من خط 
عرض متباعداً عن خط الاستواء وحصوراً بين خطي الطول فمو لا شك يتناقص 
طولاً . نمر كز الارض التق بريدها ابو على جب ان يبكون على خط الاستواء . 
ا و 

۳ - اقل عدد من القطع يكن ان يوضع في الجبب الاول هو الصفر . م 
نضم قطعة واحدة على الاقل في الجبب الثانبة وقطعتين على الاقل في الثالثة .. . 
وتسعا على الاقل في العاشرة . فاقل عدد من القطع يازم لتحقبق الشرط ء٠‏ + ١‏ 
+ ۲+ ۳+ ...+ = وهذا مالا علکه ابو على . 

اذا کان عاد قات الکات ۹۹۹ کون غدد الارقام اللازم : 

YANA =A ee XPH xX T+ 


` 


فاذا كان فى الحلد المعطى نا س صفحات بكون : 

۰ ۹ + £ ( س — ۹۹٩‏ ) = ۲۹۸۹ 
س = ۱۰۲ 

وهذه المسألة تعامنا ان التقدر المبدئي لامجمول يكون احبانا مفىداً ( وهو 
ضروري قي مسألتنا هذه ) . 

٥‏ اذا کان العدد - ۷٩‏ - یقسم على ۷۲ فہو يقم على ۸“ ٩‏ فلڪي 
يقسم على ۸ بحب ان يكون العدد  ۷٩‏ يقبل القسمة على ۸ ( لآن ٠٠۰۰‏ تقسم 
على ۸ ) ولدلك فالعده ‏ ۷۹ هو ۷٩۲‏ فالرة الاول الممحو هو ۲ . ولكي يكون 
العدد ۷۹۲ - بقبل القسمة على ٩‏ بحب ان کون جموع الارقام يقم على ٩‏ 
ولذا يازم ان يكون الرة الاأخير الممحو هو ٣‏ . فالعدد اذن ۳٠۷۹۲‏ ومن البقرة 
فی زمان جدي کان ۳۹۷۹۲ + ۷۲ = ۱۱ہ قرشا . 

- اعطىنا نقطة وشكل له مركز تاثل وما قي مستو واحد وها في 
وضع معلوم . فأوجد الط المستقم الذي عر بالنقطة ويقسم الشكل الى قسمين 
متساويين بالمساحة . 

بحب أن ير هذا الخط طبع بمر كز التاثل ( انظر : بدعة المحترع ) . 

۷ - مما كان وضع المربع 
تحب ان ير ضلما الزاوية 
بر کنین من ارکانه فامام کل 
رکنين اذن قوس دائرة هو امحل 
الهندسي لرأس الزاوية ( حسب 
الميداً الذي الحنا اليه ) . فكل 
من الحلين المندسين المطلويين 
يتڪون من اقواس دوائر ( )۽ 
انصاف دوائر فی (۱) و ۸ 
ارباع قي الحالة )٣(‏ ) . انظر ا 
الشکل ۳١‏ . کل ١‏ 


۲ 


او وجه من وحوهه . فاذا مر الحور بنقطة على احدى الحافات ( لاق رڪن 
من الا ركان ) فہذه النقطة بحب ان تكون منتصف الحافة . والا فلا عكن ان 
تنطمى هذه المحافة على نفسها عند الدوران . وكذلك اذا مر الحور بنقطة على 
احد الوجوه فيجب ان تكون هذه النقطة مر كز الوجه . وکل حور حب ان 
عر طبعا بمر كز المكعب . فلدينا اذن ثلاثة انواع من المحاور : 
(۱) 4 محاور یمر کل منہا بر کنین متقابلین ٩‏ على زاویتین ۱۲۰ ۲٠۰ ٩‏ . 
٦ )۲(‏ حاور يمر كل منها بمنتصفي حافتين متقابلتين ؛ الزاوية "۱۸١‏ . 


(۴) ۳ حاور يمر کل منہا مر کزي وجېي متقابلین ؟ الزوایا ٩ °٩۰‏ ۱۸۰ * “> 
٠‏ . فلايجاد طول احور من النوع الاول انظر القنم ١ ٣‏ . والنوعاات 


r+yV +s 
لآخران پسہل یادا والتومط ااطیوب ۴ 2۲۷ ۷ ہر‎ 


( وهذه المسألة قد تفىد فى تهرئة الطالب الى دراسة البلوريات . والقارىء 
المطلع على حساب التفاضل والتكامل قد يلاحظ أن المتوسط الذي حصلنا عليه 


: . ۳ 
٩‏ - المستوى الذي ير بحافة طوها أ وعمود طوله ب يقسم الهرم الى هرمين 
ا م ا 
اسہل تناولا وما متطابقان قاعدۃ کل منہا أ ب ۲ وارتفاعپا - . 
NR E i‏ 
با ک۷ .جل س س د ., 
2 ۳ ۲ ۲ 


: قاعدة الهرم مضلع عدد اضلاعه ن . ففي الحالة ( أ ) تكون‎ - ٠ 


۲Y 


الحافات الظاهرة متساوبة وعددها ن . وفي المحالة ( ب ) تكون الابعاد 
العموددة النازلة من الرأس متساوبة . 

فاذا رسمنا ارتفاع المرم ووصلنا طرفه السفلي باركان القاعدة في الحالة ( ١‏ ) 
وباطراف الايعاد العموددة ف الحالة (ب) نحصل في المحالتن على ن من اللات 
القامة يكون ارتفاع المرم ضلعا مشتر كا فما . فهي مشلثات متطابقة أوتارها 
( وهي حافات في الحالة (أً) وابعاد عمودية في الحالة (ب) ) متساوية الطول 
حسب التعريفات المبينة في المسألة . وقد ذكرنا ان ضلعاً آخر هو ارتفاع الهرم 
والزاوية القامة مشت ركان فما . ففي المثلاثات ن يكون الضلع الثالكث في ڪل 
باو ادا : وهذه الاضلاع مرسومة من نقطة واحدة هي اسفل الارتفاع وفي 
مستتو واحد هو مستوى القاعدة ھ في تکون « ن » انصاف اقطار ف دائرة 
تحبط بقاعدة الهرم في الحالة ( ١‏ ) او تحبط بها القاععدة في الحالة (ب ). 
( وق الحالة ( ب ) يبقى علمنا ان تبين ان الاضلاع ن تعامد اضلاع القاعدة . 
وهذا ينتج من مبدأً معروف في المندسة الحسمة متعلتق بالمساقط ) . 

وهنا يظمر ان الشكل المستوي المعروف > المثلث المتساوي الساقين › له 
مجسان يقابلانه في المندسة الفراغة . 

١‏ - بلاحظ ان علاقة المعادلة الاولى بالرايعة كعلاقة الثانسة بالثالثة 
فالمعاملات الرقمة في الطرف الان واحدة ولکن الترتیب ختلف ا أت 
الاطراف السرى واحدة ولكن اشاراجها مختلفة . فاذا جمعنا الاولى الى الرابعة 
والثانبة الى الثالثة ينتج : 

> (س+ل (٠+)‏ ص+ك )=. 
( س + ل ) + ٠١‏ ( ص + ك ) =. 
س + ل =+ ٤‏ ص + لك = . 


۳۹۸ 


۽ س + ¢{ ص = ١١‏ 
٦‏ س — ۲ ص = = ۱ 
ومن دلك ینتج ان س = - ۴ ٤‏ ص د )٤ل‏ د جل )ل = ؟إ. 
واحدة . ( تذكر ان المسافة = السرعة × الزمن ) فنا نلحظ جزأبن للشرط : 
جن = ج نې + ج نې = جن + ل نې + ل نې . 
ومسافة حسين تساوى مسافة حسن : 
جن + ل نې + ل نې = ل نې + ل نې + ج نې . 
فمن المعادلة الثانبة ينتج ان ( <> ل ) ن = (ج+-ل )ن. 
ومن المعادلة الاولى نستنتج ان : 


ام + ل 


mamas 


0 حل 


ن 

وهذا يساوي بالطبع د 
دام 

ومن ذلك ند الاجوبة : 


۳۹ 


OTE (O Os (أ)‎ 

ن + نې + نې ٣ح‏ + ل 
E EEE‏ 
ن + ې + كې +٣‏ ل 


( ج ) فلن صفر حح ل < ج تنتج المالتان الخاصتان ل = » ٤)‏ ل = ج . 
فادا کان ل = » فان (أ ) تعطي س » (ب) تعطي - 
د 


(ب 


وهاتان النتىجتان يمكن ان نراهما بدون علىات حسابة . 
۳ - بمكن فصل الشرط الى اربعة اجزاء تعر عنما المعادلات : 


أ د ب سد ۷ دوړ٤‏ 


۱ ۳+ ب کا 
او = 
۳ا کا 


ومن المعادلة الأخيرة ينتج ان أ = ۲) > ومن الانمة يذتج أن ب = ۳t‏ ة 
فاذا جعنا الأولى والثالثة ينتج : 
١‏ ا شک ن کو 


وقد عرفنا قيمت أ > ب فمذه اذن معادلة تريىعبة وهي تعطنا : 


1Y 


فالمتوالىتان اذن : ۱٩٩ )۲ ٩٩۸‏ أو ۱۷ ٩۷ ٩ ٤۲ ٢‏ 
VFL <A yl ACFE ۱Y‏ 
٤‏ - اذا کان أ » ا جذربن لزم ان تكون الجدذور الأربعة هي : 
ما eee‏ ا 
فالطرف الأيمن في المعادلة هو ( س" أ" ) ( س" هأ" ). 
وبفك الأقواس ومقارنة المعادلات ينتج ان : 
1° =+ 
۹ ا 
وبحذف أ ینتج ان ۱٩۹‏ م ~= ۱۰۸ م = ۳۹ = ء 


ادن م = ٩‏ او س ٣‏ 


۱۹4 
٠‏ - افرض ان الضلعبن والوتر هي أ > ب » ج على التوالي . فأجزاء 
الشرط الثلاثة هي : أ + ب ا = که 
اک 
| ب = ٣ج‏ 


فاذا لاحظناان ( أ + ب ) "= ' + ۲ أ ب + ب" ینتج ان : 
( ۰ > )= جا )٣ج‏ 
ادن : >= ‘o‏ أ = هاو ۲۰ 


¢ بپ ۰٣‏ اوه . 


۱ 


: اجزاء الشرط الثلاثة نعبر عنما بالمعادلات‎ - ١ 


جا = ل" + م ٣‏ ل م جتان 
فادا حذفنا ل > م ینتج ان 
ج جا" ھ جا و 
جا ھ +جا؟ و ٣‏ جاھ جاو جتان 
۷ - نستطبع ان نقدر ان : 
ا م ن ۱ 
سے ۰ لا 2 —-— 
| | | 0+ | + 
واتباعا لنموذج المادة :.الاستقراء والاستقراء الرياضي نتساءل : هل يبقى 
القانون صحيحا اذا انتقلنا من ن الىن + ١‏ ؟ ومن هذا نصنع العلاقة . 


ن 0+ ۱ 


۲ ۱ 
a ro O e e 
٣+ + | +0 | | >| 


ولتحقىق صحة هذه العلاقة نطرحما من سايقتما فنتج ان : 


ن + ۱ ۱ ۱ 

va] “rel, 

|ن+ ۲ ن + ۲ | +۱ 
ن + ۲ ۱ 


وهذا ۇدى ای النتحة - — وهذه النتحة ص دة 
و إن+ ا أن+ه ا 


۲Y 


فباستعمال مبدأً الاستقراء الرباضي نثبت صحة تقدرنا . 
۸ - بظہر ان الطرف الاسر في السطر ن هو ن" وان الطرف الان هو 


(\+Ûû). , 
E FTES 
۲ 


انظر مادة : الاستقراء والاستقراء الرباضي > ) . 
فالحد الاخير في المجموعة الىمنى بحب ان بكون 
م =ن "+ ن-). 
والآن نستطيم ان نحصل على الحد الأول بطريقتين : 
فاذا عدنا ن -۱ خطوات من الحد الأخير ند ان: 
( ن" + ن - ١‏ ) ۲ ( ن ١)‏ )دن -ن+) 
واذا تقد"منا خطوة بعد الحد الأخير في السطر السابتى تنجد : 
[ ( ن - ۱ )"+ ( ت- ١‏ ) - ۱ ] + ۲ وهذايؤدي الى ذات النتيجة . 
والآن نحقتى صحة العلاقة : 
( ن" ن + ۱ ) + ( ن ن + ۳ ) +...+ ( ن + ن١‏ ) دن“ 
حبث محتل الطرف الاعن بموع ن من الحدود في المتوالبة العددية التي فرقہا ۲ . 
فاذا عرف القارىء القاعدة لامجاد هذا المجموع ( متوسط المجدين الاول والاخير 
مضروبا في عدد الحدود ) ينتج لديه العلاقة . 
( ف ١+‏ )+( 0 +0 نر 
۲ 


وادن فقد ثىتت الملاقة . 


YY (۱۸) 


( وهذہ القاعدۃ یکن توضیحما بشکل لا بختلف کثیرآً عنشکل ۷ ) . 

ET‏ كان طول ضلم السداسي المنتظم ن فان حيطه ٠‏ ن فہذا المحط 
ادن بحوي ٦‏ ن من الحدود التي طول كل منما ١‏ وبحوي ٦‏ ن من الاركان . اذن 
فبالانتقال من ن = ١‏ الى ن بزداد بقدار > ن من الرؤوس ولذا فان : 

.\+û+4 Tiû+= (i+ ...+۳ +۲ +۱ ) 1 + ۱ = س‎ 

انظر مادة : الاستقراء والاستقراء الرياضي 6اا قارا قلا 
من مر كز السداسي فانما تقسمه الى ٦‏ مثلثات متساوية الاضلاع ( كبيرة) . 
وبالنظر في واحد من هذه نستنتج ان : 

i= (\iOY+...+o+۳+1) =p 

( راجع القاعدة لمع التوالبة العددية فى المسألة ٠۸‏ ) . 

والمثلثات م بموع اضلاعہا ٣‏ م . وي هذا الجموع عد كل ضلع داخلي طوله 
وحدة مرتين فى حين ان الاضلاع ٠‏ ن التي على امحط عد كل منہا مرة واحدة . 

ادن ۲ ص = ۳ م + ٩‏ ن ٤‏ 

ص د ٩‏ ن٣‏ + ٣ن‏ . 

( والقارىء المتقدم يستنتج مباشرة من نظرية اويار عن المجسات الكثيرة 
الوحوه أن : 

م + س = ص + ١‏ . حقى هذه النتيجة ) . 

>» هذه سلسلة منظمة من المسائل المتطابقة - احسب أ ن ٤ب ن٤ ن‎ ٠ 
د ن » ه ن . وكل من هذه الكمات تعتي عدد الطرق لدفع ن قروش والفرقينثاً‎ 
: عن القطع التي يدفع بها المبلغ‎ 

أ ن بالقروش فقط 
ب ن بالقروش والفسة 
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ن بالقروش والهسة والعشرة 
د ن بالقرش والخسة والعشرة وريم الجنبه 
ه ن بالقرش والمسة والعشرة وربع الجنبه ونصفه 
وقد مر من قبل الرمز ه ن ( وسبب اختباره قبن الآن ) ومر ايضا الرمز 
أ ن اذن ه ن تضم كل الطرق لدفع ن قروش بانواع القطم الخسة . ولكن عكن 
ان يز .بين احتالین : 
اولاً ‏ اذالم ندفع انصاف جنبمات فعدد الطرق هو د ن . 
ثانا - اذا دقعنا نصف جنه ( او اكثر ) فبعد دفعه قى علبنا ان ندفع 
نت رتا 
وعدد الطرى لذلك هو هن - ء٠‏ . 
ومن ذلك نستنتج ان ھ ن = دن + هن - ٤۵٠١‏ 
وبا مئل د ن = حن + دن - ٤۲۵‏ 
a‏ 
ب ن دا ن + بپ ڻه . 
ونستطبع ان ندرك ان هذه العلاقات تىقى صحسحة اذا اعتبرنا ان : 

E O .‏ 
( والمعنى واضح ) واعتبرنا ان كل واحدة من أ ن » ب ن٠‏ ... هن تساوي 
صفراً اذا صار رآمہا الممز سالا ( نمثلا ھ ۲۵ = د ۲٠‏ ) کا تمن بسمولة وهذا 

بتفتق مع القانون الأول لان ھ ۲۵ - ٥١‏ = هه١٣‏ = ء٠‏ 

والقوانين السابقة تمكننا من حساب هذه الكيات نزولاً من القم العلبا للرمز 
ن أو من الحجروف الابجدية المتأخرة الى المتقدمة . فثلاً نستطبع ان نجد + ٣١‏ 
بجع اذا عرف ج ۲٠‏ > ب ۳١‏ وفي الجدول التالي الصف الاول ( وعنوانه 
أ ن ) والعمود الاول ( وعنوانه صفر ) اعدادها ١‏ ( ولاذا ) . فاذا بدأنا من 
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هذه الاعداد نستطيم ان تحسب الاعداد ألتي تتلوهأ بالجم . وكل عدد في 
الحدول يساوي أما األعدد الدى فوقه او جموع عددين : العدد الدى فوقه وعدد 
آخر على بعد ما الى عینه مثا ج ۳۰ = ب ۳۰ + ج ۲۰ = ۷+ =٩‏ ۱1 . 


والجدول ينتهي في ه ٠١‏ = ١ه‏ . فأنت تستطبع ان تدفعم ٠١‏ قرشأ 
خمسين طريقة فاذا تاإبع القارىء العملمة فمو يستطيع ان يتوصل الى ات 
ھ ۰۰ = ۹۲ فانت تستطیم ان تدفع الجنبه قي ۲۹۲ طربقة شرط إن 
تستممل القطع المذ كورة في المسألة : 


۰ 
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اللسہمون في هذا الكتاب 
مقدمة الترجم ٠.‏ . . 
من تصدبر الطبعة الاولى . 
من تصدر الطبعة السابعة . 
تصد ر الطعة المنقحة الثانىة . 
ثىت الىحث عن المحل 


١‏ - في حجرة الدرس : الهدف 
۲ طردقة الحل : عحاورة 

- قاموس موجز في اهورسقىکا 
۽ مسائل وتامسحات وحالول 
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تمتا اکتا بے لیے اع دنا سے نت مص اھ ےا فک ت ہے 
المر ییک ولت ایک نے مع کے کرک ما رال قاعم منت 
بے . وکو ے س کت تھا ر جاعرے گے تہ رہے طاسے 
نے عا مال ربت ٤‏ رے ےا لقا ر 'لمریہے عات سے 
E‏ ا رطدعول عررل سے کرہے ص 
کے ت ع ا ر 
...موص یع اکن ر ےی و5 کے کے ےر 
رھز ہے ط ےا د ر عر ےہاک لے عی رمب عر 
ا کے ھچک . کر ےک زر ےج جا دیوے طا 
غیے طب ہا لے ا ا کے با دمت ٭ و ویچ کے ہے 
اص طہر ہا رکو ے اص طہ رجا سے جاردا ان کملے درک 
اریخ کے لا . ونے مہ 'ررصط ہر ہا ے ١‏ کے کیا 
ا لے کی اوو ا کے ر د ر کے بو کے 
لے ۔ راچ لم تبلغ ہم عبدۓ ' کے یے' لز کے کھدا عا . 
وا ےم کےا کے 
و ا ی و ۰ 
دد ت عصرمة اطری» 
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